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Introducao

As notas de topologia aqui apresentadas reproduzem em grande parte as no-
tas mimeografadas do curso “Topologia Geral” lecionado na Pontificia Uni-
versidade Catolica do Rio de Janeiro nos anos de 1974 e 1975. O espirito
do curso lecionado foi de demorar detalhadamente sobre os conceitos e con-
strugoes basicas da topologia precisamente onde o aluno desacostumado a tal
nivel de abstracao, sentia dificuldade. As notas refletem esta preocupacgao
pelos detalhes por exemplo da construcao da topologia quociente o da com-
pactificacao de Stone-Cech. Nao pretendiamos com este texto substituir os
excelentes ja existentes, mas ampliar certas partes cruciais para torna-las
mais acessiveis. Sentir-se-a a falta de certos tépicos, especialmente a ar-
itmética de nimeros ordinais, e as topologias em espacos de aplicagoes. O
numero de exercicios também é pequeno, mas a maioria dos exemplos pode
ser encarado como exercicios pois as afirmacoes neles contidas geralmente nao
sao demonstradas. A topologia geral é uma ferramenta altamente aplicavel.
Somente consideramos as aplicacoes mais basicas. Exemplos mais elabora-
dos podem ser encontrados em livros mais dedicados a aplicagoes. O ultimo
capitulo do texto apresenta um teorema de existéncia de solugoes a uma
equagao diferencial, que pode ser considerado prototipo de demonstragoes
topolodgicas de existéncia.

Esta versao eletronica das notas ¢é fiel a versao publicada pelo Depart-
mento de Matematica a qual nao é mais disponivel. Foram corrigios algumas
omissoes e alguns erros no texto matematico do original junto com varios
(certamente nao todos) erros de portugueés.

Apos 45 anos a bibliografia original ficou desatualizada e foi retirada. A
internet é um recurso melhor para procurar referéncias.

©) 1974 George Svetlichny
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Capitulo 1

Conceitos e Resultados
Elementares da Teoria de
Conjuntos

Usaremos constantemente durante este livro varios resultados da teoria de
conjuntos, os mais elementares dos quais expomos neste capitulo. Outros
serao apresentadas em momentos oportunos.

Definigao 1.1 Seja X um conjunto. Denotemos por P(X) o conjunto das
partes de X; isto €, P(X)={S|S C X}.

Nota-se que ), X € P(X) e que para todo z € X vale {z} € P(X).
Denota-se, as vezes, P(X) também por 2%
Sejam agora A e X conjuntos quaisquer.

Definicao 1.2 Uma familia de elementos de X indexados por A ¢ uma
aplicagao f : A — X.

Devido ao contexto do emprego da palavra “familia” que é reservado nor-
malmente para certos fins conceituais, usa-se uma notacao especial. Uma
familia denotasse por (z,)aca OUu por (z,), @ € A, onde z, = f(a). Nao
confunda a familia (z,)aea com o conjunto {x, |« € A}, pois numa familia
pode ocorrer que z, = g com « # 3 e estes elementos serao identificados no
conjunto. Na familia z, é o a-ésimo elemento, e x5 o0 -ésimo, e para o # 3
sao considerados elementos distintos da familia embora possam ser iguais
como elementos de X. Intuitivamente, uma familia pode ser vista como uma
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colecao de elementos na qual um elemento de X pode entrar véarias vezes
separadamente. E legitimo considerar a situagdo A = (). Uma familia index-
ada pelo conjunto vazio chama-se familia vazia. A familia vazia nao contém
nenhum elemento. Qualquer subconjunto S C X pode ser considerado como
uma familia de elementos de X. Basta tomar S como conjunto de indices e
considerar a aplicagao inclusdo tg : S — X definida por tg(z) = z. Assim
cada elemento é indexado por ele mesmo.

Definigao 1.3 Seja (S4)aca uma familia de subconjuntos de X ; isto € S, €
P(X), a € A. Defina

(a) UpeaSa={rc X|3Jac A tal que x€ 5.}
() NuesSa={r€eX|Vaec A, zebS.}

Os dois conjuntos J,c4Sa € [Nnea Sa Pertencem também a P(X) e
chamam-se reuniao e intersecao da familia respectivamente. Escreve-se as
vezes U{S, | € A} e N{S, | € A} para a reuniao e a interse¢ao de uma
familia de conjuntos. Adota-se as vezes, uma convencgao especial, explicado
mais em baixo, quando A = (). Por convencdo, a reuniao de uma familia
vazia de subconjuntos de X o conjunto vazio e a intercessao de uma familia
vazia de subconjuntos de X e o proprio X. Note que esta ultima convencao é
passivel de confusoes pois uma familia vazia de subconjuntos de X pode ser
também considerado como uma familia vazia de subconjuntos de qualquer
outro conjunto Y, e assim, para aplicar a convencao, é preciso fixar primeiro
o conjunto X explicitamente.

Muitas vezes por abuso do formalismo, uma familia (x4)aca é dada sem
especificar exatamente o conjunto X ao qual os elementos da familia per-
tencem. Isto nao deve causar confusoes, pois podemos sempre considerar
cada x, como elemento de um certo conjunto X, e assxm definir X = (J X,
e considerar a familia como uma familia de elementos deste X . Similarmente
é comum considerar familias (z,)aca onde cada z, pode pertencer a um
conjunto X, desde o principio diferente.

Definicao 1.4

(a) Sejam A e B dois conjuntos, denota-se por A\ B o conjunto diferenga

A\B={xeAlz¢ B
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(b) Dado A € P(X) denota-se por A° o complemento de A, isto é:
Ac= X\ A.

Graficamente podemos visualizar estas defini¢oes assim:

Seja, agora, f : X — Y uma aplicagao qualquer entre dois conjuntos
quaisquer.

Definicao 1.5

(a) Para S C X defina f(S) CY por
f(8) ={f(z)|= e S}
(b) Para T CY defina f~T) C X por

fUT) ={z| f(z) € T}.

O conjunto f(S) definido em chama-se imagem de S pela aplicacao
f e o conjunto f~H(T) definida em @ chama-se imagem inversa de T pela
aplicagao f. Note que[(a)|define uma aplicagao P(X) — P(Y) por S — f(S)
a qual nao deve ser confundida com a aplicacao f : X — Y embora seja
comum denoté-la pela mesma letra f. Similarmente @ define uma aplicagao
P(Y) — P(X) por T — f~YT) a qual nao deve ser confundida com a
aplicacao inversa f~! : Y — X caso esta tiltima exista o que acontece quando
f é uma bijecao.
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Teorema 1.1 As imagens e imagens inversas por uma aplicacio f : X —
Y satisfazem as sequintes propriedades: Sejam (Sa)aca € (Tx)rer familias
quaisquer de subconjuntos de X e de Y respectivamente, entao

(@) F7 (Uner T2) = Uner S7HTR)
(b) ST Mrer Tn) = NMaer S (TH)
(c) fTHANB) = fT(A)\f(B)
(d) f(F7H(A) = Anf(X)

(@) f(Usea Sa) = Uaca f(Sa)
() F(MaeaSa) € MNaea f(Sa)
(') F(ANB) > f(A)\ f(B)
(d) f71(f(A) > A

Demonstraremos alguns destes resultados apds as seguintes observagoes.
As inclusbes em [(a')], [(c’)| e [(d")] podem ser estritas. Nestes casos teremos
igualdade se e somente se f for injetivo. Note que f(0) = 0, f~4(0) = 0,
YY) = X, e que um caso particular de é quando A =Y que nos da
fHAY) = (F1(A))-

Note que @, @ e dizem que f~! preserva fielmente as operacoes
usadas sobre conjuntos, enquanto , e demonstram que somente a

reuniao e preservada pela operacao de passar as imagens. Em outras palavras
imagens inversas comportam-se de uma maneira muito mais regular do que
as imagens. Este fato influi bastante no formalismo matematico.

A demonstracao do teorema é elementar. Damo-la aqui somente para
ressaltar certos fatos.

Demonstracao:

(@) z€ " MerDh) < f(z) €My, T & INEL, tal que f(z) € T) <
Ixe L, talquexz e f[THT\) @ x ey [ (D)

() =€ f(A\B) & f(x) € A\B & f(z) € A, fx)gBexc
f7HA), g f7(B) ez e fTHA)\fH(B).
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KE[) Podemos demonstrar do mesmo jeito que demonstramos @, mas é
uma boa pratica para o desenvolvimento de intuicao matematica tentar
conseguir demonstracoes que envolvem mais as propriedades formais e
menos as consideragoes sobre os pontos. Aproveitamos entao de @,
e das leis de De Morgan:

f_l(ﬂ)\eL 1)) = (‘i_l(mAeL TA»CC - (cj;_l((mAeL TA)C»C = (f_l(U)\eL TAC))C
= (Uner F7HT)" = (Mrer D))" =Ny D)

(A yve f(f ' (A) © 3z e X,y = flx),z € f[IA) & Fz € X,y =
flx), f(r) e A ye AN f(X).

Y € f(UneaSa) © 32 € Upen S, f(z) =y & FJzTa,x € S, fz) =
y< Jadr,x €Sy, f(r) =y & Jay € f(Sa) €y € Upea f(Sa)

Y€ f(NueaSa) © Iz €(Nyes S f(x) =y & JzTa,x € Sy, f(z) =
y=3Jdadz,x €S, f(x) =y Jay e f(Sa) © Y€ Naca [(5a)

¢
Note que a diferenga entre e que da lugar a uma igualdade

no primeiro caso e uma inclusao no segundo, é devido a um fato légico de
que para qualquer proposicao P(z,«) sobre x e a tem-se uma equivaléncia
Jrx3da P(x,a) < Jadx P(x,a) no caso de dois quantificadores existenciais
mas somente uma implicacdo 3z Vo P(X, a) = Va Iz P(z, a) no caso de um
quantificador existencial e outro universal. O lado direito desta implicagao
afirma a existéncia de um x para cada «, sendo que este x pode depender
de «, enquanto o lado esquerdo afirma a existéncia de um x que serve para
todo a.. Assim nao é possivel ter uma equivaléncia.

Exercicio 1.1 Demonstre e do Teorema[I 1.

Exercicio 1.2 - Construa exemplos que demonstram que ndo podemos afir-

mar igualdade em|[(b]), e do Teorema 1.

Exercicio 1.3 Demonstre que a igualdade pode ser afirmada em @, e
quando f for injetora. [Sugestao: seja Z = f(X)CY esejag: Z — X
a aplicacao inversa de f. Note que f(A) = g~1(A) e use os resultados sobre
imagens inversas|.
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Capitulo 2

O conceito de continuidade em
Rn

Esta se¢ao serve como revisao de conceitos com os quais supomos que o leitor
ja esteja familiar. Maiores detalhes podem ser vistos em qualquer texto de
analise real.

Lembremo-nos que o espaco R" é o conjunto de todas as n-tuplas x =
(x1,...,2,), z; € R. Para todo elemento z € R" definimos a norma eu-
clidiana ||z|| por ||z|| = /a2 + 23 + - - - 4+ 22 e a distancia euclidiana d(z,y)
entre x e y por d(z,y) = ||z — y||. A bola aberta B,.(z) de raio r > 0 ¢
centrado em = € R" é definido por B,(x) = {y| ||y — z|| < r}.

Chama-se conjunto abertoqualquer subconjunto U C R" que satisfaz a
seguinte condigao.

VozeUdr >0 tal que B.(x) CU

15
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aberto nao aberto

Em outras palavras é possivel interpor entre qualquer ponto x de U
e o proprio U uma bola aberta; ou seja se * € U podemos achar um
r > 0 tal que x € B,(x) C U, o que também pode ser escrito como
{z} C B,(z) C U e interpretado como a interpolagao entre dois conjuntos
{z} e U de um conjunto de tipo especial, a saber uma bola aberta. Veremos
que este tema de interpolagao nos perseguird continuamente.

Exercicio 2.1 Demonstre que toda bola aberta é um conjunto aberto.

Lembremo-nos também do conceito de convergéncia de seqiiéncias. Dize-
mos que uma seqiiéncia xp € R", k = 1,2,... converge para x € R" e
escrevemos r — © se e somente se d(zg,r) — 0. Isto eqiiivale a dizer
que dado r > 0 existe um K > 0 tal que & > K = d(zx,z) < r, ou seja
k > K = z € B,(x). Mais informalmente podemos dizer que a seqiiéncia
converge para r se e somente se ela eventualmente entra e fica dentro de
qualquer bola aberta centrada em .

Exercicio 2.2 Demonstre que x, /4 x < existe uma bola aberta B.(z) tal
que xy € B,.(z) para um nimero infinito to de indices k.

Teorema 2.1 Seja f : R" — R™ uma aplicacdo dada. As sequintes trés
condi¢oes sao equivalentes:

(a) Se U ¢é aberto em R™ entao f~1(U) é aberto em R".

(b) Para todo x € R" e dado € > 0 eziste um 6 > 0 tal que f(Bs(z)) C
B.(f(x)). Isto é, qualquer bola B.(f(x)) centrada na imagem f(x) de
qualquer ponto x, contém a imagem de uma bola centrada em x.



O conceito de continuidade em R 17
(c) xp = = f(xr) = f(z).

Quando qualquer uma destas condigbes é satisfeita (e assim todas as
trés) a funcao é dita continua. Note que a condi¢ao @ pode ser escrita da
forma Vo € RVe > 030 > 0 tal que |ly — || < 0 = ||f(y) — f(z)]] < €
o que é a forma da definicao de continuidade com a qual o leitor talvez
esteja mais familiar. A forma apresentada acima porém é mais adequada ao
desenvolvimento dos conceitos que veremos adiante.

Demonstracao:

(a)={(b)| Suponha @ e sejam = € R™ e € > 0. Sendo que B.(f(z)) é aberto
temos por [(a)] que f~H(B(f(x))) é aberto, e sendo que z pertence a

este conjunto existe um § > 0 tal que Bs(z) C f~YB(f(x))) logo

f(Bs(z)) C Be(f(x)).
(b)E{(c)] Suponha [(b e seja z, — x e € > 0. Seja § > 0 tal que f(Bs(z)) C

B.(f(x)). Como z — z existe um K tal que k > K = x;, € Bs(z) =

f(zx) € B(f(x)) logo f(ar) — f().
(c)={(a)] Suponha e seja U C R™ aberto. Suponha por absurdo que
f—l

(U) nao seja aberto, entao existe um x € f~1(U) tal que para todo
k inteiro positivo, By(z) ¢ f~1(U). Escolha xy, € By(x) \ f~HU).
Evidentemente z;, — x e f(x) € U. Sendo U aberto e f(x) € U existe
um r > 0 tal que B,.(f(x)) C U. Concluimos que f(zx) & B,(f(z)) e
assim f(zy) 4 f(z) contradizendo @

¢

Note que usamos na demonstragao um procedimento de implicacao em
circulo

(@)

(c)< (b)

para concluir a equivaléncia de todos os enunciados.

Exercicio 2.3 Demonstre diretamente cada uma das implicagées =
= = do Teorema 21
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Cada uma das trés condigoes|(a)} [(D)] e[(c)]do Teorema 2116 uma possivel
definicao de continuidade de uma aplicagao. Cada uma tem seu contendo
intuitivo préprio e assim umas vantagens e desvantagens mentais. Neste
livro explicaremos em profundidade as generalizacoes de todas as trés. A
primeira condig¢ao é a mais sucinta e envolve somente o conceito de conjunto
aberto. Sera esta a ser explorada primeiro embora nao sendo a mais intuitiva
das trés. Explicitamos agora as propriedades mais importantes da familia de
conjuntos abertos de R".

Teorema 2.2 Considere P(R"), entdo
(a) 0 e R™ sdo abertos
(b) U,V abertos = U NV aberto

(c) Dado uma familia (Go)aca de abertos, a reunigo da familia |J, G,
é aberta.

Demonstracao:

@ O conjunto vazio é aberto por convencao logica que explicaremos logo
apos a demonstragao. Sendo que x € B,(x) C R" é valido para todo z
e todo r > 0 concluimos que R" aberto.

@ Suponha U e V abertos e x € UNV. S endo U aberto tem-se x €
B.(z) C U para um r > 0 e sendo V aberto tem-se z € Bs(x) C V
para um s > 0. Seja t = min(r,s) entdo z € B,(z) C UNV e logo
UNYV éaberto.

Suponha z € |J, G, onde cada G, é aberto. Assim z € G para algum
p € A esendo G aberto tem-se x € B,(x) C Gg para um r > 0. Logo
r € B.(x) C |, Ga € areunido é um aberto.

¢

Detemo-nos agora sobre umas convencgoes légicas da mateméatica para ex-
plicar como se conclui automaticamente o fato de que ) é aberto. A convenco
principal da qual falamos e de que uma implicacao é tido como verdadeira
quando a hipdtese é falsa. Isto é, se p e ¢ sao preposicoes e p é falso, entao a
proposicao p = ¢, ou seja “se p entao ¢” é tido como verdadeira. Esta con-
vencao parece estranha mas para finalidades matematicas traz a vantagem
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de economia nos enunciados de defini¢oes e teoremas. A estranheza da con-
vengao que tem como verdadeiro a afirmagao “2+2 =5 = 444 = 9” provém
de dois sentimentos. O primeiro é que uma implicacao normalmente tem a
conotagao de uma necessidade intrinseca da conclusao seguir da hipdtese.
Por exemplo na afirmacgao “se jogar uma pedra ela caird” a conclusao segue
da hipdtese por uma lei fisica, por uma necessidade que transcende a forma
lingtiistica do enunciado. Agora, numa demonstragao matematica as tnicas
dedugoes admissiveis sao légicas, e dizer que “se p entao q” é nada mais que
dizer que assumindo p como hipdtese g segue por uma deducao légica cujas
leis foram dadas a priori. Uma destas leis e a assim chamado modus ponens
que diz que das duas afirmacoes p e p = ¢ é legitimo concluir ¢. Assim para
concluir g de p = ¢ é preciso primeiro estabelecer a verdade de p. Agora se p
for falso e se a matematica for consistente no sentido que nenhuma afirmacgao
falsa pode ser deduzida, nunca serd possivel utilizar modus ponens e concluir
q de p = ¢. Assim respondemos ao segundo sentimento de estranheza que
normalmente surge em relacao a esta convencao, a saber que com ela vamos
entrar em contradicoes. Ora, mesmo que as afirmacgoes verdadeiras p = ¢
com p falso nao entrem em deducoes logicas, elas servem para admitir que
certos objetos satisfazem as condi¢oes de uma defini¢cao que sem a convengao
seriam deixados de fora. Por exemplo, para que um conjunto A C R" seja
aberto a seguinte implicacao tem que ser verdadeira

xr € A= 3r >0 tal que B.(z) C A.

Agora para A = (), x € A é sempre falso, logo a implicacao é verdadeira e ()
¢ aberto. Uma outra maneira de pensar nisto é assim: A C R" é aberto se
e somente se Vo € AJr > 0 tal que B,.(x) C A, logo um conjunto A nao é
aberto se e somente se 3x € AVr > 0B,(x) ¢ A. Para demonstrar que A
nao aberto é preciso achar um elemento que satisfaz uma dada propriedade,
no caso A = () é impossivel achar um tal elemento pois () nao tem elementos.
Para responder a quem insistir que () nao é aberto é s6 preciso dizer “mostre-
me um elemento x € () tal que ...”

Pelo mesmo argumento devemos admitir que toda afirmacao do tipo
Va € A p(a) é verdadeira quando A = () para qualquer proposigao p(«).
Isto é consistente com a convengao sobre a implicagao, pois Va € A, p(«)
eqiiivale a dizer que o € A = p(«a).

Exercicio 2.4 Na teoria de conjuntos uma aplicacao f : A — X € identifi-
cada com seu grdafico U'f = {(«, f(a) |a € A} C A x X.
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z

(a) Suponha A # 0 e demonstre que um subconjunto G C A x X §é
grafico de uma aplicagao de A para X se e somente se satisfaz

(i) Vae A, Jx € X tal que (o, z) € G
(i) (o, 2), (,y) € G =z =y.

(b) Mostre que ) C 0 x X satisfaz as condi¢ies|[(1) e da parte|(a)

deste exercicio, definindo assim a unica aplicacao ) — X.

(¢) Considere a familia vazia de subconjuntos de X, mostre que sequndo
a convengao ldgica a reunido desta familia é () e a intersecdao é X.

Determinamos agora a estrutura de um aberto arbitrario da reta R. Qual-
quer conjunto do tipo @, (—oo,7), (s,00), (a,b), e R chamaremos intervalo
aberto.

Lema 2.1 Um subconjunto S C R é um intervalo aberto se e somente se
dado a,b € S, a < b, existe um € > 0 tal que (a —e,b+¢€) C S.

Demonstracao:
(=) Imediata.

(<) Suponha S # 0 e seja m = infS e M = supS onde admitimos a
possibilidade de m ser —oo e de M ser +oo. Considere J = (m, M).
Se x € S entao por hipdtese existe um € > O tal que (x —e€,x+€) C 5,
logom <oz < Mex e J. Assim S C J. Por outro lado se z € J
entao existe a € S tal que a < x e b € § tal que x < b. Por hipotese
(a,b) C S esendo z € (a,b), x € S. Assim J C SeS=J=(m,M).

¢

Teorema 2.3 Um aberto G C R € uma reuniao no mdxrimo enumerdvel de
intervalos abertos disjuntos.

Demonstragcao: Dado x € G existe uma bola aberta B,.(z) tal que
B,(z) € G. Mas B,(x) = (v —r,x + r) é um intervalo aberto logo exis-
tem intervalos abertos J tal que z € J C G. Seja agora [, a reuniao de tais
intervalos J. Se a,b € I,, a < b entao a € J,, b € J, para dois intervalos
abertos, sendo x € J, N J, temos que J = J, N J, é também um intervalo
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aberto com a,b € J. Logo, pelo Lema 21l (a —€,a+¢€) C J C I, para algum
€ e assim I, é um intervalo aberto. Seja agora x # x’. Se y € I, N I,/ entao
I = I,Ul,, é um intervalo abertoe comox € I ex’ € I tem-se I C I, I C I,
mas entao [, = I = I». Assim dois intervalos do tipo I, ou coincidem ou sao
disjuntos. Considere agora o conjunto J dos intervalos do tipo I,. Sendo
que todo x € G pertence a algum destes, e como cada I, é subconjunto de
G concluimos que a reuniao deste conjunto de intervalos é G. Pelo que ja
foi dito esta reuniao é disjunta. Como cada intervalo contém um nimero
racional podemos escolher um racional q; € I para todo I € J. Isto d4 uma
aplicagao J — Q por I — ¢;. Sendo os membros de J disjuntos, a aplicacao
é injetora, e sendo Q enumeravel, J é no maximo enumeravel.
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Capitulo 3

Espacos Topoldégicos e
Continuidade

No Capitulo 2] vimos como a no¢ao de uma aplicacao continua de R" para
R™ pode ser definida por meio das familias de conjuntos abertos nos dois
espacos. A topologia geral abstrai desta situacao para introduzir a nocao
de continuidade para aplicacoes entre espacos diferentes dos euclidianos. As
trés propriedades do Teorema geralmente sao os que servem como ponto
de partida da abstracao. Uma abstracao matematica sempre segue o mesmo
caminho. Uma certa familia de objetos, (subconjuntos abertos de R™ no
nosso caso) é explicitado por desempenhar um papel importante, destacam-
se um conjunto de propriedades desta familia (as trés do Teorema 2.2 no
nosso caso) por serem aquelas responsaveis pelo essencial do fenémeno es-
tudado, este conjunto de propriedades agora é utilizado como defini¢ao da
situacao abstrata possibilitando assim que fenomenos semelhantes possam ser
agora estudados em contextos remotos do original. Para introduzir a nocao
de continuidade em situagoes gerais introduzimos assim primeiro a seguinte
definicao.

Definigao 3.1 Um espaco topolégico € um par (X,T) onde X € um con-
gunto e T C P(X) € um conjunto de subconjuntos de X, chamados abertos,
que satisfaz

() DeT,XeT
b)) U,VeT=UnNVeT
(¢) Ga €T, a0 €A =UyeaGy €T

23
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O conjunto T de conjuntos abertos chama-se a topologia do espago topoldgico.

Note que @ implica por inducao que uma intersecao de um ntmero finito
de abertos é um aberto.

As vezes, por abuso de linguagem, fala-se do “espaco topoldgico X” em
vez de “espago topoldgico (X, T)” caso a topologia seja subentendida, ou
determinada pelo contexto.

Exemplo 3.1

(a) X =R", T € a familia de abertos usuais introduzidos no Capitulo

2

(b) X € um conjunto qualquer e T = P(X). FEsta topologia chama-se
topologia discreta e o espago, espago discreto.

(c) X € um conjunto qualquer e T = {0, X}. Esta topologia com so-
mente dois abertos chama-se topologia indiscreta e o espaco, espago
indiscreto.

(d) X =R, T ={(r,0)|r e R}U{D,R}
(e) X = {1,2}, T = {0,X,{1}}. Este espaco chama-se espaco de

Sierpinski, e, a menos de troca dos dois pontos, € a unica topologia num
conjunto de dois pontos que nao seja nem discreta nem indiscreta.

(f) Seja X um conjunto infinito e T formado pelo conjunto vazio () e
complementos de conjuntos finitos.

E importante notar que o mesmo conjunto pode suportar varias topolo-
gias diferentes. Assim o conjunto R dos nimeros reais pode ser considerado
com a topologia introduzida em cada um dos exemplos acima menos o quinto.
Um conjunto nunca vem com uma topologia ja dada, ela tem que ser intro-
duzida como parte do discurso matematico.

Exercicio 3.1 Determine a menos de permutacgoes dos pontos todas as topolo-
gias de um conjunto com trés pontos.

Uma classe muito importante de espagos topoldgicos é fornecido pela
classe de assim chamados espagos métricos. Sao espacos no qual é definido

uma distancia, abstraindo das propriedades da distancia euclideaila do espago
RTL
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Definicao 3.2 Seja X um conjunto. Uma métrica em X € uma funcao
d: X x X — R que satisfaz as sequintes condicoes:

(a) d(z,y) >0 ed(z,y) =0 x=y.
(b) d(z,y) = d(y,x)
(¢) d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2).

O par (X,d) onde d é uma méltrica chama-se espago métrico. O nimero
d(x,y) chama-se a distancia de x a y.

A primeira propriedade diz entao que a distancia é nunca negativa e é
zero somente para pontos coincidentes. A segunda afirma que a distancia in-
depende da ordem dos pontos: z é tao distante de y como y é de x. A terceira
propriedade chama-se desigualdade triangular. Afirma que a distancia de x a
z ¢ menor ou igual a soma das distancias utilizando um ponto intermediario

Y.

Em R? equivale a dizer que a soma dos comprimentos de dois lados de
um triangulo é menor ou igual ao comprimento do terceiro lado.

Exemplo 3.2
(a) X =R", d(x,y) = ||z — y|| @ métrica euclideana usual

(b) X € a esfera {(z1,22,23) € R¥|22 + 22 + 22 = 1} e d(x,y) € o
comprimento do menor arco do circulo mdximo que passa por T e y.
(No caso de pontos, antipodos qualquer arco de qualquer dos circulos
maxrimos serve).
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(¢) X € um conjunto qualquer e

|0 se z=y
O R

(d) Seja X = C([0,1],R) = {f : [0.1] = R| f continua}, o espago de
fungoes reais continuas em [0, 1], e defina a distancia por: d(f,q) =
SUDge(0,1) |f(z) — g(z)|.

Definigao 3.3 Sejam (X,d) um espago métrico e x € X. O conjunto
B,(z) = {y € X|d(y,x) < r} chama-se bola aberta de raio r e centro
x.

Defini¢ao 3.4 Um subconjunto U C X de um espag¢o métrico (X,d) € dito
aberto se para todo x € U existe um r > 0 tal que B,(xz) C U.

Teorema 3.1 Os abertos de um espaco métrico formam uma topologia.
A demonstracao segue a mesma linha que a do Teorema [2.3]

Exercicio 3.2 Demonstre que toda bola aberta de um espagco métrico é um
conjunto aberto. (Compare como o Exercicio[21]).
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Cada espaco métrico define assim um espacgo topoldgico. E importante
porém distinguir os dois conceitos pois dois espacos métricos podem definir
0 mesmo espago topologico, e existem espacos topoldgicos cujas topologias
nao podem ser definidas por uma métrica. O primeiro ponto pode ser visto
facilmente pois se d é uma métrica, 2d também o é; assim (X, d) e (X, 2d) sao
espacos métricos diferentes mas evidentemente definem os mesmos conjuntos
abertos, e assim as mesmas topologias.

Exercicio 3.3 Mostre que a topologia do espago de Sierpinski X = {1,2},
T = {0, X,{1}} nao pode ser definida por uma métrica.

Exercicio 3.4 Mostre que a topologia definida pelo espagco métrico do Fax-

emplo[3.3((d) € a discreta.

Definigao 3.5 Sejam (X, Tx) e (Y, Ty) dois espagos topoldgicos e f : X —
Y uma aplicacao. Diz-se que f € continua se e somente se U € Ty =
Y U) € Tx. Em outras palavras, imagens inversas de abertos de Y sdo
abertos de X.

Exercicio 3.5 Seja X =R e sejam Ty a topolocia usual e Ty a topologia do
Ezemplo [F1[(d)

(a) Mostre que uma fungao f : (R, T1) — (R, 73) € continua se e so-
mente se ela € semicontinua inferiormente; isto € dado © € R, € >
0,36 >0 tal que ly —z| <= f(y) > f(x) —¢

(b) Mostre que uma funcao f : (R, T3) — (R, 73) é continua se e so-
mente se ela é nao decrescente e continua a direita; isto é x > y =

f(x) = f(y) e f(x) = limey f(z —e€).

(¢) Mostre que uma funcao f : (R, T3) — (R,T1) é continua se, e so-
mente se, ela € constante.

Teorema 3.2 Dados tres espacos topoldgicos (X, Tx), (Y, Ty), (Z,Tz)
aplicagoes continuas f : X =Y, g:Y — Z, a aplicacao go f : X — Z
continua.

Demonstracio: Seja U € Tz, temos (go f)~(U) = f~1(¢7'(U)) Sendo
g continua g~ (U) € Ty e sendo f continua f~(g~1(U)) € Tx. ¢

Assim compostas de fungoes continuas sao continuas. Em espagos métricos
a continuidade pode ser definida também por meio do conceito de uma
sequéncia convergente.

e
é
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Definicao 3.6 Seja (xy)5=12,.. uma sequéncia de pontos de um espago métrico
(X,d). Diz-se que a sequénciaconverge para © € X e escreva-se Ty — T Se
e somente se para todo r > 0 existe um K tal que n > K = x), € B,.(z).

Em outras palavras, dado qualquer bola aberta centrado em X, a sequéncia
é contida na bola para todo indice maior que um certo nimero K.

Exercicio 3.6 Mostre que x) — © < d(xg,x) — 0.

Teorema 3.3 Seja [ : X. = Y wma aplicagao entre dois espagos métricos
(X,dx) e (Y,dy). As sequintes tres afirmagoes sa o equivalentes:

(a) f € continua.

(b) Para todo x € X e todo € > 0 existe um 6 > 0 tal que f(Bs(x)) C
Be(f(z)).

(c) zp = = f(z) = f(z).

A demonstracao segue a mesma linha que a do Teorema 2.1 A con-
tinuidade em espacos métricos gerais assim tem uma forte analogia com a
continuidade nos espagos R" em particular. Em anadlise real além do conceito
de continuidade de uma aplicacao existe o conceito de continuidade de uma
aplicagao num ponto. Para introduzir este conceito em espacos topoldgicos,
precisamos do conceito de uma vizinhanca de um ponto.

Definigao 3.7 Sejam (X, T) um espaco topolégico e x € X Diz-se que N C
X € uma vizinhanca de x se e somente se existe um aberto A tal que x €

ACN.

Em outras palavras, N é uma vizinhanca de x se e somente se é possivel
interpor um aberto entre x e V.

Definicao 3.8 O conjunto de todas, as vizinhancas de um ponto x de um
espaco toplogico chama-se o sistema completo de vizinhancas de x, ou o filtro
de vizinhancas de x.

Veremos a razao do nome “filtro” mais adiante.
Cuidado: Muitos textos requerem, que uma vizinhanca seja aberta, con-
siderando assim somente as vizinliangas abertas. Aqui nao o faremos.
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Teorema 3.4 Um subconjunto S C X de um espaco topolégico é aberto se
e somente se ele € uma vizinhanca de cada um dos seus pontos.

Demonstracao:

(=) Se S é aberto e € S entdo o préprio S serve como o aberto A que
interpomos entre x e S; isto é, x € S C S. Logo S é vizinhanca de cada um
dos seus pontos.

(<) Suponha S vizinhanga de cada x € S, logo existe um aberto A, tal que
r € ACS, ouseja {z} C A, C S. Mas agora S = Ugeg{z} C UzesA, C
UzesS = S, logo S = U,csA, e sendo uma reuniao de abertos, S é aberto. <

Definigao 3.9 Sejam (X, Tx) e (Y,Ty) dois espagos topologicos v € X e
f: X —= Y uma aplicacdo. Diz-se que f € continua em xq se e somente se
dada qualquer vizinhanca N de f(xo), f~H(N) é uma vizinhanca de .

Teorema 3.5 Sejam (X, Tx), (Y,Ty) e (Z,Tz) trés espagos topologicos e
f: X =Y, g:Y — Z duas aplicagoes. Se f é continua em xy e g continua
em f(xo) entdo go f € continuo em xg.

Demonstragao: Seja N uma vizinahnga de (g o f)(zo) = g(f(z0)), entao
(go f)™Y(N) = f~1(¢g7'(N)) mas pela continuidade de g em f(zo) segue que
g '(N) e uma vizinhanca de f(zy) e pela continuidade de f em z, segue que
f(g7'(N)) é uma vizinhanca de zy. Logo g o f é continuo em zy.

Teorema 3.6 Uma aplicacao f : X — Y entre dois espagos topologicos
(X, Tx) e (Y, Ty) € continua se e somente se ela é continua em cada ponto.

Demonstragao: Seja f continua, z € X e N uma vizinhanga de f(z). Existe
um aberto A tal que f(z) € A C N, logo x € f~'(A) C f~YN). Pela
continuidade de f, f~!(A) é aberto, logo f~!(N) é uma vizinhanca de = e f
é continuo em z. Suponha f continua em cada ponto e U C Y um aberto.
Se x € f~Y(U) entao f(x) € U e sendo U aberto, pelo Teorema [3.4] ele ¢
vizinhanga de f(z), logo f~1(U) é vizinhanga de = pela continuidade de f
em z. Sendo z arbitrario, temos pelo Teorema [3.4] de novo que f~1(U) é
aberto e assim f é continua.

Exercicio 3.7 Mostre que as condigoes e do Teoremal3.3 equivale a
f ser continua no ponto x.
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As vizinhancas de um ponto num espaco topolégico muitas vezes desem-
penham um papel semelhante ao sistema de bolas abertas centrado num
ponto de um espago métrico. Podem ser utilizadas por exemplo para definir
convergéncia de sequéncias num espago topolégico.

Definicao 3.10 Sejam (X, T) um espago topologico e () k=12, uma sequéncia
de pontos de X. Diz-se que xj converge para T e eSCreve-Se Ty — T S€ €
somente se dado qualquer vizinhanc¢a N de x, existe um K > 0 tal que
k> K = x, € N. Em outras palavras a sequéncia eventualmente entra e
fica dentro de qualquer vizinhanca de x.

Exercicio 3.8

(a) Seja (X,7) um espago indiscreto, mostre que qualquer sequéncia con-
verge para qualquer ponto.

(b) Seja (R,7) o espago do Exemplo B [(d)] mostre que z, — = <
liminf x;, > x.

(c) Seja X um conjunto nao enumeravel e 7 formado pelo conjunto vazio
e complementos de conjuntos enumeraveis. Mostre que z, — x se e
somente se existe um K tal que k > K = x; = x Em outras palavras
a sequencxa ¢ eventualmente constante.

Teorema 3.7 Seja f: X — Y uma aplicacdo entre dois espagos topologicos.
Se f € continua em x € X entao x, — x = f(xx) — f(x).

Demonstracao: Seja f continua em x, x, — x, ¢ N uma vizinhanca de
f(z). Pela continuidade, f~(NN) é uma vizirihanca de x e assim existe um
K tal que k > K = x5 € f1(N) = f(x1) € N logo f(x1) — f(z). &

Cuidado: A reciproca do Teoremal[3.7nao é verdadeira em espacos topoldgicos
gerais. A continuidade em espagos topoldgicos nao pode ser determinada
assim por sequéncias convergentes como nos espacos métricos. Mais adi-
ante veremos a geralizagao do conceito de convergéncia que reestabelecera a
equivaléncia num teorema que generalizard o Teorema B.71

Exercicio 3.9 Considere o intervalo|0, 1] com topologia do Ezercicio .
Mostre que nem toda fun¢ao f :[0,1] — R € continua , mas que toda fungdo
satisfaz x — v = f(xr) — f(z) . Aqui R tem a topologia usual.
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Num espaco topoldgico € util pensar nos abertos como “amostras tipicas”
do espaco. Dado um subconjunto S C X qualquer, é de intreresse determinar
até que ponto ele contem um aberto.

Definigao 3.11 Seja S C X um subconjunto de um espaco toplégico (X, T)
define-se o interior S° de S como sendo a reuniao de todos os abertos contitos
em S

S° = U{U |U C S, U aberto}.

Uma definicao equivalente seria dizer que S° é o maior aberto contido em
S. Claramente S° é um aberto contido em S sendo uma reuniao de abertos
contido em S. Por outro lado se A C S e A é aberto, entao A é um dos
conjuntos da reuniao que define S° | log A C 5° e S° é o maior tal aberto.

Exemplo 3.3
(a) X =R, S=1]0,1), S°=(0,1)
(b) X =R, S={1}, S°=10

(c) X =R, S=Q, o conjunto de nimeros racionais S° =)

Teorema 3.8 O interior satisfaz as sequintess propriedades:
(a) S°C S
(b) S aberto < S° =S5

(c) x € S° & S € vizinhanca de x < existe uma vizinhancca N de x
tal que x € N C S

(d) §°°=5°
(e) SCT=S8CT°
(f) (SNT)y =8"NnT°
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Demonstragao: Demonstraremos somente a parte |(f)l Temos S° C S e
T° C T logo S°NT° C SNT mas sendo S° NT° aberto concluimos que
S°eNT° C (SNT)°. Por outro lado se z € (SN T)° entdo por SNTé
uma vizinhanca de z logo S e T s@o ambos vizinhancgas de = e assim = € S°
ex €T°. Segue que x € S°NT° e (SNT)* C S°NT°. Combinando com a
inclusao anterior a igualdade segue.

Exercicio 3.10 Demonstre (@)-(f@) do Teorema[Z.8.

E importante observar que a afirmagao andloga ao (f)| do Teorema [B.§]
para a reuniao nao ¢ valida.

Exercicio 3.11 Mostre que (SUT)° D S°UT* e dé um exemplo de inclusao
estrita.

O interior S° pode ser considerado como uma aproximacao do conjunto
S por um conjunto menor de tipo especial, a saber, um aberto. Se agora
considerarmos uma aproximacao ao S¢ , teriamos S cujo complemento S
seria um conjunto maior que S e também de tipo especial sendo complemento
de um aberto.

Definicao 3.12 Um subconjunto F' C X de um espago topoldgico chama-se
fechado se e somente se ele € complemento de um aberto.

Exercicio 3.12 Mostre que num espago métrico (X, d) a bola fechada D, (x) =
{y|d(x,y) <r} de raio r e centro x € um conjunto fechado.

Teorema 3.9 O conjunto C de conjuntos fechados de um espago topoldgico
(X, T) satisfaz:

(a) 0, X eC
(b) E,FeC=FEUFeC
(c) Se (Fy)aca € uma familia de elementos de C entao NyecFy € C.

A demonstragao do teorema é imediata passando aos complementos uti-
lizando a Defini¢ao B.I] de um espago topolégico.

E importante frizar o fato de que os conceitos de aberto e fechado nao
formam uma dicotomia. Por exemplo o conjunto [0,1) em R com a topologia
usual nem é aberto nem é fechado, e o conjunto @) ¢ ao mesmo tempo aberto
e fechado.
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Definigao 3.13 Seja S C X um subconjunto de um espago topoldgico (X, T)
define-se o fecho S de S como sendo a intersecao de todos os conjuntos
fechados que contém S':

S=(WF|F>S, F fechado}

Esta definicao equivale a dizer que S é o menor fechado que contém S
por um argumento analogo ao que segue a Definicao B.11] do interior de S.

Exercicio 3.13 Mostre que S = S¢°.
Exemplo 3.4 (Compare com o Exemplo[33)
(a) X=R,S=[0,1), S=10,1]
(b) X =R, S={1}, S={1}

(c) X =R, S=Q, o conjunto de niimeros racionais S = R

(d) X =R%, S = M@A,S: m

Exercicio 3.14 Dé um exemplo num espagco métrico de uma bola fechada
D, (x) nao ser igual ao fecho da bola aberta correspondente a B,(x).

Teorema 3.10 O fecho satisfaz as sequintes propriedades:
(a) Sc S
(b) S € fechado < S = S

(c) z € S & toda vizinhanca N de x contém pontos de S. Isto é NNS #
para toda vizinhanca N de x.

=39
cT=ScT
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Demonstracao: Demonstramos aqui somente a propriedade , as outras
seguem das propriedades correspondente do interior por argumentos simples.
Tem-se x € S & v € S°° & 1 & S e pela parte do Teorema isto
equivale a dizer que nenhuma vizinhanca de = é contida em 5S¢, ou seja que
toda vizinhanca de = contém pontos de S. <

Teorema 3.11 Seja (X, T) um espago topolégico e S C X. Se x), € S e
T — T entdo x € S.

Demonstracao: Seja N uma vizinhanca de = e sendo que z, — z exist
um K tal que k > K =z, € N logo N contém um ponto de S e pelo critério
do Teorema 3101, z € S. {

Exercicio 3.15 Mostre que a reciproca do Teorema [311 ndo ¢ verdadeira.
Dé exemplo de um espago topoldgico (X, T), um S C X, um x € S tal que
nao exsiste uma sequéncia xp — x com xp € S. Compare com o Exercicio

Z3[(c)

Teorema 3.12 Seja(X,d), um espaco métrico e S C X. Entiox € S <
existe uma sequéncia xy € S tal que xp — x.

Demonstracao: A suficiéncia é valida em geral pelo Teorema 311l Suponha
entdo que z € S. As bolas By () sdo vizinhangas de z e pelo critério
do Teorema [B.I0] existe um z, € S N By(r). Agora, ¥, — x pois
d(zg,z) <1/k =0

Exercicio 3.16 Mostre que SNT C SNT e dé um exzemplo onde a inclusdo
é estrita.

Notemos que S° C S C S e que todos os tres conjuntos podem ser
diferentes.

O conjunto S\ S° é entdo a diferenca entre as duas aproxi-macdes por
conjuntos especiais.

Definigao 3.14 Seja S C X um subconjunto de um espago topoldgico (X, 7).
A fronteira 0S de S é definida como S\ S°, isto é, a parte do fecho ndo con-

tida no interior.

Teorema 3.13 A fronteira satisfaz:
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(a) 0S =8NS =08°

(b) S =S5°U0dS sendo que os dois conjuntos sio disjuntos.

(c) X =5°U0S U S sendo que os tres conjuntos sao disjuntos.
(

d) z € S & toda vizinhang¢a N de x contem pontos de S e de S°

Demonstracao:

(a) S = S\ S° = 85N8° =3NS =5N5e sendo esta expressio
simétrica em S e S¢ concluimos que 95 = 95°¢

(b) Esta afirmagao segue imediatamente da definigao de 05.

(¢) Note que §° = §°¢ = S e use a parte [(b)] para conconcluir a férmula

dada.
(d) Usel(a)]e o Teorema BI0|(c)|

¢

Exemplo 3.5 (Compare com os exemplos[3.7) e[3.3)
() X =R, S=1[0,1), 85 = {0,1}
(b) X =R, S={1}, 95 = {1}

(¢c) X =R, S=Q, o conjunto de nimeros racionais 0S = R

(d) X =R?, § = m\,asz A
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Capitulo 4

Construcao de topologias

Uma topologia num conjunto X ¢ uma familia de subconjuntos. Esta familia
pode ser definida indiretamente por meio de certas construgoes. Apresen-
tamos aqui os mais tlteis destas, junto com critérios de continuidade de
aplicagoes.

Consideremos primeiro topologias definidas em termos de conjuntos fecha-
dos.

Teorema 4.1 Seja X um conjunto e C uma familia de subconjuntos que
satisfaz as propriedades do Teoremal3.9. Entio T ={U C X|U° €

C} € uma topologia cuja familia de conjuntos fechados coincide com C.

A demonstragao é imediata.

Nos ja vimos topologias definidas desta maneira, por exemplo, a topologia
cujos abertos sao () ou complementos de conjuntos finitos pode ser mais facil-
mente definido como a topologia cujos conjuntos fechados sao X os conjuntos
finitos.

Teorema 4.2 Sejam(X, Tx) e (Y,Ty) dois espagos topolégicos com familias
Cx e Cy de conjuntos fechados respectivamente. Uma aplicagao f : X — Y
¢ continua se e somente se ' € Cy = f~Y(F) € Cx. Em outras palavras,
imagens inversas de fechados sao fechados.

Demonstragio: Para qualquer S C Y tem-se f~1(S) = (f~1(59))e.
Sendo que S € Cy < S¢ € Ty segue que f~HTy) C Tx & [HCy) CCx. &

37
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Exercicio 4.1 Seja (z,T) um espago topoldgico cujos fechados sao X ou
conjuntos finitos. Seja f : X — R uma fun¢dao continua onde R tem a
topologia usual. Mostre que se f ndao € constante, cada valor € assumido
somente num numero finito de pontos.

Exercicio 4.2 Sejam f,g : X — R duas fungoes continuas num espago
topoldgico (X,T). Mostre que o conjunto {z | f(z) = g(x)} é fechado.

Estudamos agora topologias definidas por meio de vizinhancas.

Teorema 4.3 Seja (X, T) um espago topoldgico e para todo x € X seja
V, = {N C X|N ¢ vizinhanca de x}, o sistema de vizinhancas de x. A
familia (V,)zex de sistemas de vizinhangas satisfaz

a) V, # 0
by NeV,=z €N

(
(
(¢) NeV,, MDODN=ME¢eV,
(d) NMeV,=NNMeV,
(

e) NeV,=3IW C N, W eV, tal que para todoy €¢ W, W €V,

A demonstragao é imediata lembrando que N € V, se e so-mente se é
possivel interpor entre x e N um aberto A; isto é, x € A C N.

Exercicio 4.3 Demonstre as propriedades|(a)i(e) do Teoremal].3

Teorema 4.4 Seja X um conjunto e para todo x € X seja dado um con-
gunto V, C P(X) tal que a familia (V,)zex satisfaz as propriedades
do Teorema [{.3 Seja T C P(X) a familia de subconjuntos U C X que
satisfazem x € U = U €V, Entao T € uma topologia tal que V, € o sistema
completo de vizinhancas do ponto x.

Demonstracao: Demonstramos primeiro que 7 é uma topologia. O conjunto
vazio pertence a T por falta de pontos. O conjunto X pertence a T por @
e @ pois destes segue que X € )V, para todo = . Sejam agora U,V € T e
reUNV. Temos U,V €V, e por@entéo UNV €V, esendo x arbitrario,

UNV €T. Seagora Gy, € T,a € Aex € |J,eqGa entao x € Gg para
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algum 3 e Gg € V, pois Gg € T. Por concluimos que J 4 Ga € V, €
sendo x arbitrério J,.4 Go € T. Assim T é uma topologia.

Seja agora W, o sistema completo de vizinhancas de x em relagao a
topologia 7 e seja N € W, . Assim existe um aberto A tal que v € A C N,
mas A € V, por definicao de T e logo N € V, por . Segue-se entao que
W, C V,. Por outro lado se N € V, e se W ¢é o conjunto cuja existéncia
¢ afirmada pela propriedade entdao W € T pela definicao de T e sendo
xr € W C N concluimos que N € W,. Segue-se a outra inclusao V, C W, e
concluimos V, = W,. ¢

O critério de continuidade de uma aplicagdo por meio de vizinhangas ¢é
contido na Defini¢ao e Teoréma

As operacés S — S°, S+ S, S — 05 qué podem ser consideradas como
aplicagoes P(X) — P(X), sdo definidos em qualquer espago topoldgico. E
interessante porém que estas operacoes por sua vez determinam a topologia.
Estudaremos aqui esta possibilidade somente para o caso do fecho que é a
situagao mais comum na pratica.

Definigao 4.1 Seja X um conjunto. Uma aplicacio S — S de P(X) em
P(X) chama-se fecho de Kuratowski se e somente se satisfaz as sequintes
propriedades:

(a) D=0
(b) Sc S
) S=9

(d) SUT=SUT

Notemos que a operacao de fecho num espago topoldgico é um fecho de
Kurotowski.

Lema 4.1 Se S — S é um fecho de Kurotowski entdo S C T — S C T
Demonstracio: SCT < SUT =T=SUT=SUT=T<ScT{

Exercicio 4.4 Sejam X eY conjuntos e f: X — Y uma aplicacao. Mostre
que S — f71(f(S)) é um fecho de Kurotowsks.
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Exercicio 4.5 Seja X um conjunto e F uma familia de funcées f: X — R
que contém a funcao zero, tal que f, g € F = fg € F e tal que para todo
xr € X existeum f € F com f(x) # 0. Defina a aplicagao J : P(X) — P(F)
por J(S) = {f € F|f(S) = 0} e uma aplicagio Z : P(F) — P(X) por
Z(F)=A{z|f(x) =0,f € F} . Em outras palavras J(S) e o conjunto de
fungoes de F que se anulam em cada ponto de S, e Z(F') e o conjunto dos
zeros comuns a todas as funcoes em F. Demonstre que a operacao S —
S = Z(J(S)) é um fecho de Kurotowski. Esta construg¢io é muito comum
em dlgebra.

Teorema 4.5 Sejam X um conjunto e S — S um fecho de Kurotowski. Seja
C a familia de subconjuntos S € X tais que S = S. Entdo C e a familia de
conjuntos fechados de um espago topoldgico cuja operacao de fecho coincide
com a dada.

Demonstracao: Demonstraremos primeiro que C satisfaz as propriedades
(a)i(c)| do Teorema 3.9, Temos () € C pela propriedade do fecho de
Kurotowski. Sendo que X C X por propriedade @ e X C X, concluimos
que X = X e X € C. Suponha agora S, T € C, entao S = S e T = T mas
assim SUT = SUT = SUT e SUT € C. Finalmente suponha S, € C,
a € A entdo [),c4Sa C S para qualquer 3. Pelo Lema 1] ﬂaeAS C
S5 = Naea Sa C ﬂBeA = (Naea Sa sendo (3 arbitrario e S, € C. Por outro
lado NpeaSa C NacaSa pela propriedade @ e assim NacaSe C NaecaSae €
NaeaSe €€ C. Concluimos que C é a familia de conjuntos fechados de uma
topologia 7. Seja agora S — S a operacio de fecho associada a topologia

7. Sendo S = S pela propriedade - tem-se S € C logo S C S pois S é

o menor fechado mas S € C = § = S assim S = S e as duas operacoes
coincidem. <

Exercicio 4.6 Considere o fecho de Kurotowski dado no Exercicio [{.4] para
o caso especial de f(x) = x?, f:R — R. Determine os conjuntos fechados.

Exercicio 4.7 Considere o fecho de Kurotowski dado no Exercicio [{.J] para
o caso especial de X = R e F sendo a familia de polinomios p : R — R.
Determine os conjuntos fechados.

Teorema 4.6 Seja f: X — Y uma aplicagao entre dois espagos topoldgicos
(X, Tx) e (Y,Ty), entao f € continua se e somente se f(S) C f(S) para
todo, S C X.
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Demonstracao:

(=) Suponha f continua, entao f~*(f(9)) é fechado e contém S, logo contém

S e assim f(S) C f(9).

(<) Suponha f(S) C f(S) e F C Y um fechado. Temos f(f~}(F)) C

f(f~YF))C F C F,ouseja f~Y(F) C f~YF). Logo f~'(F) é fechado
e f é continuo.

%

Note que este é um critério de continuidade em termos de imagens de
conjuntos pelo f e nao em termos de imagens inversas.

E possivel definir uma topologia num conjunto X dando somente alguns
dos abertos, pois usando reunides e intersegoes finitas, outros abertos podem
ser construidos.

Definicao 4.2 Uma familia S C T de abertos de um espago topoldogico
(X,T) chama-se sub-base para a topologia se cada aberto é uma reunido de
intersecoes finitas de elementos de S.

Em termos explicitos isto significa que todo aberto G pode ser escrito como

G = [ S

Q’EA ﬁGFa
onde S,z € S, cada conjunto F, é finito e A um conjunto de indices qualquer.

Note que () é a reuniao da familia vazia de elementos de S e X é a intersecao
da familia vazia.

Exemplo 4.1

(a) O conjunto dos intervalos semifinitos (a,0) e (—00,b); a,b € R é
uma sub-base para a topologia de R.

(b) O congunto das faixas horizontais R x (a,b) e verticais (c¢,d) x R
formam uma sub-base para a topologia de R2.
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(¢) O congunto de semiplanos {(z,y) |y > ax+b} e {(x,y) |y < cx+d}
formam wma sub-base para a topologia de R*

Note bem que a mesma topologia pode ser definida por sub-bases difer-
entes como nos casos e do exemplo acima.

7

Teorema 4.7 Seja X um conjunto e S C P(X) uma familia qualquer de
subconjuntos. Seja T C P(X) a familia de reunices de intersegoes finitas de
elementos de S. Entao T ¢ uma topologia para a qual S € uma sub-base.

Demonstracao: Demonstramos que 7 é uma topologia, que & é uma sub-
base para a mesma é 6bvio da definicao. Evidentemente (), X € T sendo re-
uniao e intersecao da familia vazia de elementos de S. Se U,V € T entao U =
UaeA mBeF apeV = Uyec ﬂseD Yo mas UUV) = UaeA U’yEC’ mBeFa m&eD.y
(Sas N Ths) = Uaeaxc Niss) eFawa(S@g NT,s) e sendo F, x D., finita para
todo «, v vemos que U N V tambem é reuniao de intersecoes ﬁnltas de el-
ementos de §. Logo U NV € T. Sejam agora G, € T, A € L; entao
Gy = UaeAA ﬂgepm Shap com Fyy finito e Sy, € S. Assim sendo, tem-se
UG = User Uaca, Nser,, Srap 0 que é de novo uma reunido de intersegoes
finitas de elementos de S. Logo T é uma topologia. <

Se admitirmos somente reunioes para a construgao de novos abertos cheg-
amos a uma outra maneira de definir uma topologia.
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Definigao 4.3 Seja (X, T) um espago topoldgico. Uma famtlia B C T de
abertos chama-se uma base para a topologia T se cada aberto € uma reunidao
de elementos de B. Em termos explicitos isto significa que cada aberto G
pode ser escrito como

G=|JB.

a€A

onde B, € B ¢ A € um conjunto de indices qualquer.

Teorema 4.8 Seja (X, T) um espago topoldgico e B uma base para T, entdo
B satisfaz

(2) Upes B =X

(b) Se By, By € B entao existe uma familia B, € B tal que By N By =
UaEA Ba :

Estas condicoes sao equivalentes as sequintes:

(a) Ve € X 3B € B tal que v € B

(b") Se By, By € B ex € By N By entdo 3B3 € B tal que x € By C
B; N Bs.

Em outras palavras, é possivel interpor um elemento de B entre a in-
tersecao de quaisquer dois elementos de B e qualquer ponto da intersecao.

Reciprocamente dado um conjunto X e uma familia B C P(X) que satis-
faz as condigées[(a)|e[(b)] acima, a familia 7 C P(X) de reunides de elementos
de B é uma topologia para a qual B é uma base.

Demonstracao:

A demonstracao dee@é imediata. Seja (X, 7) um espago topolégico
e B uma base para a topologia. Sendo X aberto temos X = J, .4 Ba para
alguma familia B, € B Mas assim, dado x € X Ja tal que x € B, e @
¢ demonstrado. Sendo agora B, By € B, os dois conjuntos sao abertos e
logo B = By N B, é aberto. Assim By N By = |J,c4 Ba para alguma familia
B, € B. Dado um z € By N By entao existe um « € A tal que = € B,. Seja
B;s = B,, demonstrando @

Seja agora X um conjunto e B uma familia de subconjuntos satisfazendo
@ e|(b)} Seja T formado pelas reunides de elementos de B. Demonstramos
que 7 é uma topologia. Sendo ) a reuniao da familia vazia de elementos
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de T temos @ € T. Por propriedade [(a)] segue que X = (J{B|B € B}
logo, X € T. Considere agora Bi, By € B. Por propriedacle @ segue
que cada x € By N By pertence a algum B € B com B C By N B, e logo
BiNBy =|J{B € B|B C BN By}. Assim a intersecao de dois elementos de
B é uma reuniao de elementos de B. Seja agora U, V € B onde U = |J,c4 Ba
eV =Uyep Grentao UNV = (J{B, UG, |(a,\) € Ax L}. Cada B, NGy
é reuniao de elementos de B, logo U NV também ¢ reuniao de elementos de
B e pertence a T. Se finalmente U, € T, a € A tem-se Uy = [J,¢;. Ga,x ©
Usea Ua = U{Gan | € AN € Ly} é uma reunié de elementos de B logo
Uaeca Ua € T Assim T é uma topologia e evidentemente B é uma base para

ela. &

Exemplo 4.2
(a) Os intervalos abertos (a,b) formam uma base para a topologia de R.

(b) As bolas abertas B,.(x) formam uma base para a topologia de um
espago métrico (X, d).

(¢) A familia de conjuntos unitdrios {x} € uma base para a topologia
discreta num conjunto X cualquer.

Uma topologia pode ser definida por meio de vérias bases diferentes. A
topologia de R? por exemplo, além de ter as bolas abertas B,(z) = {z |||z —
y|| < r} como base,

também pode ser definida tomando retangulos abertos (a, b) X (¢, d)
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como elementos basicos.
O uso de bases simplifica certas consideracoes, notemos os seguintes dois
teoremas.

Teorema 4.9 Seja (X,T) um espago topoldgico com base B para T .
Um subconjunto S C X € aberto < Vx € SIB € B tal quex € B C S.

Em outras palavras, um aberto é um subconjunto, tal que é possivel
interpor um elemento da base entre ele e qualquer dos elementos dele. A
demonstracao deste fato ja deve ser familiar, faga uma reuniao sobre os ele-
mentos de S.

Teorema 4.10 Sejam (X, Tx), (Y, Ty), espacos topoldgicos com bases Bx,
By. Seja f : X — Y wuma aplicagio. FEntao f € continua < VB €
By, f~Y(B) ¢ aberto em X.

Demonstracao:
(=) f continua = f~!(B) aberto pois B é aberto.

(<) Suponha f~1(B) sempre aberto e seja U C Y aberto. Entao U =
U, Bas Ba € By mas agora f~H(U) =, f~1(Ba) é um aberto.

¢

Cuidado: f~!(B) nao é necessariamente um elemento da base Bx. Con-
sidere o seguinte exemplo de f : R — R tomando os intervalos abertos (a, b)
como base:
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< =X

Combinando os dois teoremas acima chegamos a um resultado puramente
em termos de bases.

Corolario 4.1 Sejam (X, Tx), (Y,Ty), espagos topologicos com bases By,
By. Seja f: X — Y uma aplicagao. Entao f é continuo < VB € By, Vx €
f~YB), 3D € By, tal, que x € D C f~Y(B)

Um critério semelhante pode ser introduzido para continuidacie num
ponto. Para isto é preciso um novo conceito de base para os sistemas de
vizinhancas.

Definigao 4.4 Sejam (X,T) um espago topolégico v € X e V, o sistema
completo de vizinhancgas de x. Uma familia B, C V, de vizinhancas de x
chama-se base de vizinhancas de x se e somente se para toda vizinhanca
N €V, existe um elemento B € B, tal que B C N.

Exemplo 4.3

(a) Seja (X, d) um espago métrico e A\, > 0 uma sequéncia de nimeros
tal que A\, | 0. Entdo By, (x) é uma base de vizihnangas de x.

(b) A familia de conjuntos (x — 3,z + 1) X (y— 1,y +2)k=1,2,3...
formam uma base de vizinhangas do ponto (x,y) € R.

Teorema 4.11 Sejam (X, Tx), (Y, Ty) espagos topoldgicos e f : X — Y
uma aplicagdo. Sejam By, e Byy,) bases para as vizinhangas de xg € X e
de f(zo) € Y. Entao f € continuo em xo < VB € By 3D € By, tal que
f(D) C B.

Demonstracao:
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(=) Suponha f continua em g e B € By(,,), entdo f~(B) é uma vizinhanga
de z¢ e logo existe um D € B,, tal que D C f~!(B), logo f(D) C B.

(«<)Suponha a condigao da hipétese satisfeita e seja N uma vizinhanga de
f(xg), logo existe um B € By, tal que B C N. Seja D € B,, tal que
f(zo) 0
f(D) C D, Segue que D C f~}(N) elogo f~'(N) é uma vizinhanga de
xo e f continua em xg.

¢

No caso de espacos métricos com bolas como base de vizinhangas, este
critério reduz a um ja familiar. Veja do Teorema [3.3]

Nos ja vimos no Exercicio 3.9 que o conceito de continuidade nao pode
ser controlado em geral por meio de sequéncias convergentes como no caso de
espagos métricos. Usando o conceito de base de vizinhangas é possivel porém
identificar aqueles espacos topoldgicos nos quais sequéncias convergentes de-
terminam a continuidade.

Definigao 4.5 Seja (z,T) um espago topoldgico, diz-se que o mesmo satislaz
o primeiro axioma de enumerabiliade se cada ponto x € X tem uma base
enumerdvel de vizinhancas.

Exemplo 4.4

(a) Todo espago métrico satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.
Veja Ezemplo[4.5

(b) R com a topologia dada por {R,0} U {(r,00)|r € R} satisfaz o
primeiro  axioma  de  enumerabilidade  pois  0s  conjuntos
{(SL’ — %, oo) ln=1,2,.. } ¢ uma base de vizinhancas de x.

(¢) A topologia do Ezxercicio [3.8[(c) nao satisfaz o primeiro azioma de
enumerabilidade.

Teorema 4.12 Sejam (X, Tx), (Y,Ty) dois espagos topoldgicos sendo que
(X, Tx) satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade. Seja f : X — Y
uma aplicagao, entdo f € continua em x € X se e somente se xp — T =

fxr) = f(x).

Demonstracao: A necessidade ja é demonstrada pelo Teoremal[3.7l Suponha
entdo que z — = = f(xy) — f(x) e f nao é continua em x. Assim existe



48 Construcao de topologias

uma vizinhanca N de f(z) tal que, f~'(N) nao é uma vizinhanga de z.
Seja By, k = 1,2,... uma base de vizinhancas de z. Defina os conjuntos
D, =B NByN---N B entao Dy, £k = 1,2,... também é uma base de
vizinhancas e além disto D; D Dy D D3 D ---. Sendo que f~!(N) nao é uma
vizinhanga, é possivel escolher um x5, € Dy \ f~1(N). Afirmamos que z;, —
pois se V' é uma vizinhanca qualquer de z existe um K tal que Dg C V mais
agora sendo Dy C Dk para k > K tem-se x, € V para k > K e x, — .
Sendo que f(x) ¢ N temos que f(zx) # f(x) contradizendo a hipdtese.

Teorema 4.13 Seja (X, T) um espago topolégico satisfazendo o primeiro
axioma de enumerabilidade, e seja S C X. Entao x € S se e somente se
existe uma sequencia xy € S tal que xp — x

Demonstracdo: A suficiéncia ja foi demonstrada pelo Teorema Seja
entdo z € S e D;, uma base de vizinhancas de z tal que D1 D Dy D Dy D - --
(Veja a construgao de Dy na demonstracao do teorema anterior). Como
z € S existe um z, € Dy, e evidentemente z;, — = como na demonstracdo do
teorema anterior.

Damos agora um exemplo de como definir umaa topologia dando as viz-
inhangas por meio de uma hase.

Exemplo 4.5 Seja X um conjunto qualquer e define, R como o conjunto
de todas as aplicacoes X — R.

Vamos definir uma topologia em R™ (ndo em X ). Seja primeiro f € RX
entao f € uma aplicacao X — R. Seja agora e > 0, FF C X conjunto finito.
Defina Vi(e, F) = {g € R¥||g(z) — f(x)| < ¢,z € F}. Para ver o que
significa esse conjunto veja o sequinte diagrama:

IR f
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Para todo ponto x € F colocamos uma janela de altura 2¢ centrada em
f(x). Agora g € Vi(e, F') se e somente se o seu grdfico passa por todas as
janelas.

[ 2eV &
/h$Vf(€,f)

Agora definimos uma topologia em RX ezigindo que quando € varia en-
tre todos os numeros positivos e F entre todos os subconjuntos finitos de
X, Vi(e, F) seja uma base de vizinhangas de f. FEssa topologia chama-se
topologia fraca e isso € um dos meios usuais de defini-la.

Ainda é necessario demonstrar uma série de resultados. Seja V; a familia
de conjuntos que contém algum Vy(e, F') como subconjunto. Para que os
Vi (e, F') possam ser considerados base de vizinhangas de f é preciso demon-
strar que a familia Vy f € R satisfaz as propriedades (IH5) do Teorema H.3|
Deixamos esta verificacio ao leitor, como é de costume alids na literatura
matematica.

Na topologia fraca uma funcao g é considerada perto da funcao f se os
valores de g diferem pouco dos valores de f num nimero finito de pontos.

Observe que em qualquer aplicacao onde fungoes servem como modelos de
uma realidade nao matematica, para determinar que funcao reflete uma dada
situacao temos que recorrer a medidas, mas assim sé podemos determinar
os valores da fun¢ao num ntumero finito de pontos e esses valores sao certos
somente até um grau de precisao. Medindo assim, nés determinamos nao
uma fung¢ao mas s6 uma vizinhanga na topologia fraca. A topologia fraca (e
outras semelhantes) entao reflete a nossa habilidade pratica de controlar as
funcgoes. Isso leva a certos paradoxos que notaremos agora mas resolveremos
mais adiante.

Primeira observacao: Se X nao é enumerédvel entao f nao tem base
enumeravel de vizinhancas. Suponha que tenha e seja V,, uma tal base;
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como os conjuntos Vy(e, F') ja é uma base podemos achar €,, F, tais que
Vi(en, F) C Vi, entdo podemos escolher a base enumeravel entre os con-
juntos Vi(en, Fy,). Seja N = U, F,, como X nao é enumerdvel, N # X e
entdo existe um ponto oy ¢ N. Agora uma vizinhanca Vy(e, {zo}) nao pode
conter nenhuma dos Vi (e,, F},), pois se o gralico de g passa pela janela em
f(xp) isto nao obriga ele a passar pelas janelas em f(x), z € F,,. Em geral
entao a topologia fraca nao pode ser controlada por sequéncias. Mas toda
aproximacao pratica deve ser feita por sequéncias pois s6 podemos fazer um
numero finito de operagoes num tempo finito. Numa aproximacao pratica ja
depois de r passos devemos estar bem préximo. A topologia fraca é entao
pratica de um lado mas impratica de um outro.

Segunda observagao: Definimos agora (na mesma maneira, em termos
de janelas) a topologia fraca ndo em R* mas em C([0,1],R) Isto é o espago
de rungoes continuas [0,1] — R. Considere a operacao da integral f
fol f(z) dz. Esta aplicagdo ndo é continua na topologia fraca em C([0, 1], R)

e a topologia usual em R. (Pense na integral como fungao C([0, 1], R) EN R).
Para ver isso usamos o Teorema [£.11] Se ela for continua entao para todo
€ > 0 existiria uma vizinhanca V; (8, F') tal que g € V¢ (0, F) = |1(9)—I(f)] <
e. Mas dados 0, F' podemos escolher um ¢ com g(x) = f(z),z € F (e
entdao g € V4(0, F')) mas com valores fora do conjunto F' tais que I(g) é um
nimero qualquer. Entdo um tal V;(6, F') ndo pode existir e a integral nao
é continua. Agora se a topologia fraca reflele a nossa habilidade pratica de
cntrolar fungoes, porque é que a integral, que nao é continua nessa topologia,
ainda é uma ferramenta pratica tao boa? Voltaremos de novo a esse assunto
num momento oportuno.



Capitulo 5
Comparacao de topologias

Precisamos primeiro de certos conceitos a respeito de conjuntos parcialmente
ordenados.

Defini¢ao 5.1 Uma ordem parcial num conjunto X € uma relagao < (leia
menor ou igual) satisfazendo

(a) x <z (reflexividade)

(b) x <yey<x=z=y (anti-simetria)

(c) x<yey<z=x<z (transitividade)
Exemplo 5.1

(a) Seja X =P(Y), Y um conjunto qualquer e defina A < B < A C B.
Isto €, a ordem da inclusao.

(b) Seja X =R definar < s como a ordem usual.

(¢) Seja X = C([0,1],R); defina f < g < f(x) < g(z)Vx € [0,1]. A
mesma ordem pode ser introduzida em X =RY, Y wm conjunto.

Definigao 5.2 Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado e A C X.
(a) b€ X é uma cota superior de A< a <bVae€ A.
(b) b€ X € uma cota inferior de A < b<aVa € A.

(c) a € A € elemento maximal de A< d € Aed >a=d =a.

51
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d) a € A é um elemento minimal de A << d € Aed <a=d =a.

e) a€ A éomiximo de A< a>a'Va € A.

(
(e)

(f) a € A é 0o minimo de A< a <d'Va € A.
(

g) b e X é o supremo de A (b =supA) < b é o minimo das cotas
superiores de A

(h) b € X é o infimo de A (b = infA) < b € o mdzimo das cotas
inferiores de A

Exemplo 5.2

(a) Seja X = R? e introduza a ordem (x1,y1) < (22,1) & 71 <
Ty e Y1 < yo e seja primeiro A C X o quadrado [0,1] x [0, 1]

entdo (1,1) é o mazimo de A e (0,0) € o minimo de A.

Seja agora A o triangulo

0s pontos na hipotenusa sdo maximais mas nenhum deles ¢ mazximo.
Nesse caso (1,1) é sup A.

(b) Em P(X) todo G C P(x) tem supremo e infimo onde supG =
UAGGA € lnfG - mAeGA

(¢) EmR todo conjunto cotado superiormente (inferiormente) tem supremo
(infimo). Por isso R* goza da mesma propriedade (Exemplo[3) onde
o supremo, por exemplo, € computado pontualmente:

(sup A)(x) = sup{a(x) |a € A}
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0 z'tem deste exemplo ¢ desta forma mas interpretado geometrica-
mente (R? ¢ da forma R™ onde X tem sd dois pontos)

Entre os quatro conceitos, cota superior, maximo, maximal, supremo as
tnicas relagoes légicas sao

cota superior

maximo =~ supremo

maximal

para as demais possiveis implicaccoes podemos arranjar um contra-exemplo.
O memso vale para os conceitos cota inferior, minimo, minimal, infimo, re-
spectivamente.

Definigao 5.3 Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Em todo
subconjunto S C X introduza uma ordem parcial definindo para dois elemen-
tos s,t € S, s <t se e somente se isto € verdade para s e t considerados
como elementos de X na ordem que ja existe ld. Fssa ordem chama-se ordem
induzida

Seja agora A C S, entaoA como subconjunto de S tem o mesmo elemento
maximo (se existir) e os mesmos elementos maximais (se existirem) que A
encarado como subconjunto de X; mas o supremo de A (se existir) como
subconjunto de S em geral ndo é igual ao de A (se existir) como subconjunto
de X. Por exemplo, seja X = P({1,2,3}),5 = {{1},{2},{1,2,3}}, A =
{{1},{2}}; agora sup A (em S) = {1,2,3} esup A (em X) = {1,2}

Seja agora X um conjunto qualquer e 7 uma topologia. Como 7 C P(X)
tem-se 7 € P(P(X)). O conjunto de todas as topologias em X pode ser
entdo ordenada pela ordem induzida da ordem de inclusdo em P(P(X)).
Assim escrevemos T; < T3 & T; C T, isso quer dizer que todo subconjunto
de X aberto em relaccao a 7Ty é aberto em relacao a 7s.
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Definicao 5.4 Se T, < 7T, dizemos que T € mais fina ou mais forte que T;
e que T; € mais grosseira ou mais fraca que Ts.

Exemplo 5.3

(a) Considere Ty = topologia discreta e T qualquer outra topologia.
Tem-se

T<Ta
pois Ta=P(X) e T C P(X).

(b) Seja Ty = topologia indiscreta e T qualquer outra topologia. Tem-se
To<T.

Assim a topologia discreta € a maxima e a topologia indiscreta a minima
topologia.

(¢c) Em R considere Ty = topologia usual, T = topologia dado por:
{0,R} U {(r,00)|r € R}. Tem-se Ty > Ty pois todo (r,00) € aberto
na topologia usual.

Damos agora varios critérios para poder dizer se T; < 7s.

Teorema 5.1 Sejam Ty, To duas topologias num conjnto X e sejam By, Bsy
bases das mesmas. Tem-se Ty < To, < VB e By eVe € B3dD € By tal que
reDCB.

Demonstracao: Pelo Teorema este critério equivale a dizer que todo
B € B; é aberto na topologia T e como todo aberto em 7; é reuniao de
elementos de B; o resultado segue. <

Teorema 5.2 Sejam Ty, To duas topologias num conjunto X e sejam para
todo v € X, BL, B? bases para as vizinhancas de x em Ty e Ty respectiva-
mente. Tem-se:

T <T,eVVeB.IWeB

tal que W C V.
Em outras palavras: dentro de toda vizinhanca da base de vizinhancas da
topologia mais fraca existe uma vizinhanga da base da topologia mais forte.
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Demonstracao:

(=) Suponha 77 < T, e V € Bl entdo x € V° (interior respeito a ;)
mais agora V° é aberto em 75 pois 71 < 75 e entao é uma vizinhanca respeito
a Ty de x; logo existe um W € B2 tal que x € W C V°.

(<) Seja U aberto em Ty, x € U. Como U é aberto ele é vizinhancca de
x logo existe um V € B! tal que x € V C U mais agora por hipétese existe
W € B2 tal que x € W C U logo U é uma vizinhanga de z na topologia T3 e
como x é arbitrario U é aberto em 7. $

Exemplo 5.4 Considere C(|0,
a topologia métrica com d(f,g)
fraca.

Seja Vi(e, F') uma vizinhanca fraca de f e lembrando a descrigao dessa
vemos que sendo B.(f) a bola centrada em f de raio € respeito a métrica d,
entio B.(f) C Vi(e, F), pois se |f(x) — g(x)| < € em todos os pontos de [0, 1]
isso € a fortiori verdade nos pontos de F'. Como as bolas formam uma base
de vizinhancas para T, seque-se que Ty < Ts.

1],R) com as duas seguintes topologias T, é
= Sup,epoy |/ (2) — g(2)| € T2 € a topologia

Para espaccos métricos o ultimo teorema torna-se o seguinte:

Corolario 5.1 Sejam dy, dy duas métricas num conjunto X e Ty, To as
topologias métricas respectivas. Tem-se T; < T <& Var € XVr > 0ds >0
tal que B%(x) C B}(x) onde os iltimos sdo bolas das métricas dy e dy respec-
tivamente.

Em outras palavras:

Dentro de toda bola com centro x da topologia mais fraca existe uma
bola com centro = da topologia mais forte.

Agora podemos ver que duas métricas podem dar as mesmas topologias.
O mais simples exemplo disso é que uma métrica d e qualquer multiplo
Ad, A > 0 dao as mesmas topologias pois as bolas s@ao as mesmas. Outros
exemplos sao os seguintes:

Exemplo 5.5

(a) Em R considere as duas métricas di(z,y) = |z — y|, dao(x,y) =
| arctan(x) — arctan(y)| essas dao a mesma topologia. A razdo disso
pode ser visto facilmente pelo grafico da fun¢ ao arctan. As bolas das
duas métricas podem ser vistas através dos sequintes diagramas:
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/2
B 1
r (%)
X
R
——2r —_—
-n/2
/2
2T .............................
s ¢ arc tg x
[
X
BS ()
-T/2

Vé-se que para r fizo e s suficientemente pequeno B2(x) C Bl(z) e
que para s firo e v suficientemente pequeno BL(z) C B2(z) e dai as
topologias sao as mesmas.

(b) Em R considere as duas métricas di(x,y) = |x — y|, dao(z,y) =
min[|z — y|, 1]. Essas ddo as mesmas topologlas pois as bolas com raio
menor ou igual al sao as mesmas e em qualquer espaco métrico dado
um r > 0 as bolas centradas em x com raio menor ou iqual a r €

uma base para as vizinhancas de x. Damos os grdficos das fungoes

Zo Zo
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(¢) Num circulo definimos metricas dy(z,y) = comprimento do arco, e
dy(x,y) = comprimento do secante.

Essas dao as mesmas topologias pois
2
~dy <dy <di edai B,(z) C B}(x) C Bi,(x).
T

Esses trés exemplos mostram que um fato métrico nao é a mesma coisa
que um fato topoldgico. Um espago métrico tem mais estrutura do que o
espaco topoldgico correspondente; nos exemplos @ e acima a métrica
dy é sempre limitada, isto é existe um numero M tal que dy(z,y) < M mas
para d; isso nao é verdade.

As distancias serem limitadas é um fato métrico que nao pode ser deter-
minado pela topologia em geral. Damos agora um exemplo de duas métricas
que dao topologias diferentes.

Exemplo 5.6 Considere o espacco C([0,1],R) com as sequintes duas métricas

di(f,g) = sup |f(x)—g(z)|

z€(0,1]

da(f,9) = /0 |f(z) — g(x)|du.

Agora do(f.g) = [, |f(x) — g(x)|dz < [} sup,epy |f(y) — g(y)|dz =
dy(z,y) logo do < dy. Disto seque que Ty < Ti. Essas topologias porém sdao
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distintas pois como o grafico em baixo mostra é possivel ter ds(f,g) < € com
di(f,g) um nimero qualquer e dai a inclusao B2(f) C BX(f) € impossivel.

Dado f, € um g pode ser escolhido
de forma tal que do(f,g) < €
e di(f,g) é um nimero qualquer.

Em espagos métricos e mais geralmente em espacos satisfazendo o primeiro
axioma de enumerabilidade temos ainda o seguinte critério de comparacao
de topologias.

Teorema 5.3 Sejam Ty, 7> duas topologias satisfazendo o primeiro arioma
de enumerabilidade. Tem-se:

Ti<The (v, —xemTo=x,— x emT)

Em outras palavras se e somente se toda sequéncia convergente em relagao a
T2 converge ao mesmo ponto em relacdo a Ty

Demonstracao:

(=) Seja T1 < Tz e 2 —7, . Escolhe uma vizinhanga V' de z na
topologia 77, mas entdao V é também uma vizinhanca de x na topologia 7s.
Logo eventualmente z, € V e daixy —; .

(<) Suponha z, =7, © = zp —7; x. Seja C' um fechado em relag ao a Ty
e CT2 seu fecho em relacao a T, Agora pelo Teorema ({11 z € C? = existe
uma sequéncia xy € C tal que z;, =7, © mas entao xp —5;  logo x € C pois
C é fechado em 7;. Entao C”? ¢ C = C = C. Assim todo fechado em 75
é fechado em 75 e disto segue que T; < 7. &

Aplicando este critério vemos mais facilment a equivaléncia das métricas
nos Exemplos B.5l[(a)] e [(b)] pois num espago métrico zy, — = < d(zy, z) — 0.

Veremos a generalizacao deste critério mais adiante.

Voltemos de novo ao conjunto de todas as topologias num certo conjunto
X.

Notemos o seguinte fato fundamental:



Comparacao de topologias 59

Teorema 5.4 A intersecao de qualquer familia de topologias € uma topolo-
gia.

Demonstracdo: Seja T, uma familia de topologias e considere T = (), Ta.
Teém-se

(a) 0, X € T pois Vab, X € T,.
(b) V, WeT=VnNWeTpoisVaV,IW eT,edai Vo, VNW € T,.
(c) UseT=UUseT poisVa,Us € T, e dai Vo, JUp € T

Logo T é uma topologia. <

Disto segue que toda familia F de topologias tem um infimo inf F =
Mrer T

A reuniao de topologias pode nao ser uma topologia. Por exemplo tomemos
R com as seguintes topologias 71 = {0, X} U{(r,00) |r € R}. To = {0, X} U
{(=00,s)|s € R}, os abertos além de () e X sao entdo intervalos nao limitados
abertos:

N

¢ . T, %

Agora T; U T3 nao é uma topologia pois se fosse teria que conter para
s > r o intervalo aberto (s,7) = (—00, s) N (r,00) mas nao o contém.

Este fato nao impede que uma familia de topologias tenha um supremo,
sO que esse supremo pode nao coincidir com a reuniao.

De fato toda familia tem supremo. Seja F uma familia de topologias,
essa familia é cotada superiormente pela topologia discreta que é a maxima
topologia. Faz sentido falar entao da intersecao de todas as cotas superiores
de F. Isto é uma topologia e evidentemente também uma cota superior (seja
IC o conjunto de cotas superiores de F, entao T € F,k € K = T C & logo
T e F =T € Ngexck. Logo ela é a minima cota superior, isto é o supremo
de F. Mas toda topologia que contém todos os membros de F contem a
reuniao destes membros logo Urc#7T C sup.F. Mas além dos elementos de
UrerT qualquer cota superior de F tem que conter as reunioes arbitrarias
das intersecoes finitas daqueles mesmos elementos. Assim a reuniao de F é
uma sub-base para o sup F, o supremo de F entao é a topologia gerada pela
reuniao de F como sub-base.
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No exemplo acima vemos agora que sup(7i,7T2) = a topologia usual em
R, pois as intersecoes finitas dos elementos de 7; U 75 sao intervalos abertos
e estes formam uma base para a topologia usual.

Seja agora P uma propriedade e seja F a familia de todas as topologias
que satisfazem P. Suponha que F nao é vazio. Podemos afirmar o seguinte:

(a) Seinf F também satisfaz P entdo ela é a minima topologia que satisfaz
P.

(b) Sesup F também satisfaz P entao ela é a méxima topologia que satisfaz
P.

Note bem que as afirmacoes sao condicionais, dependendo da propriedade
P, inf F pode ou nao satisfazer P. Caso nao o satisfazer a minima topologia
que satislaz P nao existe.

Note também que ja usamos @ acima para mostrar a existéncia de supre-
mos de familias de topologias.

Consider agora um § C P(X) e a seguinte propriedade de topologias T
T O S. A intersecao de todas as topologias que contém S (e tais existem pois
Taiscreta 2 S) também contém S e logo ela é a minima topologia que contém
S. Notaremos essa topologia por 7[S] e vemos que além dos conjuntos @), X
ela contém todas as reunioes arbitrarias das intersecoes finitas dos membros
do §. Como essa cole¢ao de conjuntos ja é uma topologia ela é, T[S] o que
quer dizer que S é uma sub-base para 7T[S]. Chamamos T [S] da topolologia
gerada por S.

Nesta linguagem vemos que se F é uma familia de topologias entao
sup F = T [Uxer]; 0 supremo ¢ a topologia gerada pela reunido.

Damos outro exemplo dessa construcao: Seja f: X — Y e Y um espaco
topoldgico com topologia Ty. Por enquanto X é s6 um conjunto sem outra
estrutura. Consideremos agore todas as topologias em X para as quais f ¢é
continua. Tais existem pois f é continua com a topologia discreta em X.
A topologia disereta é entdao a maxima topologia com f continua. Se f for
uma funcao constante a minima topologia com f continua seria a topologia
indiscreta. Num certo sentido entao a minima topologia com f continua
refleteria as variacoes de f. Essa topologia existe pois qualquer topologia
com f continua tem que conter as imagens inversas f~(U) de abertos U €
Ty. Mas essa colecao de conjuntos ji ¢ uma topologia ) = f~1(0), X =
YN V) = fHUNV) U HUs) = f7HUU,) e logo ela é
a mais fraca topologia fazendo f continua.
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Definicao 5.5 A topologia descrita acima chama-se topologia inicial re-
speito a f. Notaremos esta topologia por f=(Ty).

Teorema 5.5 A topologia inicial satsifaz as sequintes propriedades:

(a) Os fechados da topologia inicial em X sao imagens inversas dos
fechados em Y .

(b) Se Bé uma base de Ty entio as imagens inverss f~1(B) dos elemen-
tos B € B formam uma base da topologia inicial em X.

(c) Se By € uma base de vizinhangas de f(x) € Y entdo as imagens
inversas f~H(V') dos elementos V' € By, formam uma base de vizin-
hangas de x € X da topologia inicial.

Exercicio 5.1 - Demonstre o Teorema [5.5l

Considere agora a seguinte situacao: sejam X um conjunto e S C X.
Pense agora em S como conjunto proprio sem pensar nele como subconjunto
de X; isso é esqueca os demais pontos. Introduza a aplicagdo da inclusao
i8S — X (escreva-se também ¢ : S — X pori(z) =z, z € S. Isso é
coloca todo ponto de S no seu lugar em X.

S

[N

Este aparente pedantismo é necessario para nao criar confusoes depois.

Defini¢ao 5.6 Sejam (X,7T) um espago topoldgico e S C X. A topologia
inictal respeito a inclusao i : S — X chama-se topologia induzida em S.
Notaremos esta topologia por T|S ou i~'(T)

Como para qualquer A C X, i71(A) = AN S, concluimos do Teorema
0.0l
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Corolario 5.2

(a) Os abertos de T|S sdo da forma SNU onde U é um aberto em X.

(b) Os fechados de TS sdo da forma SN C onde C é um fechado de
X.

(c) Se B é uma base de T entao os conjuntos BN S, B € B formam
uma base de T|S.

(d) Sex € S e B, e uma base de vizinhangas de x em X, isso é na
topologia T ; entdo os conjuntos VNS,V € B, formam uma base de
vizinhangas de x em S; isso € na topologia T|S.

Exemplo 5.7 Seja [0, 1] o intervalo fechado considerado agora como [0, 1] C
R na topologia induzida. Usando resultado (d) do Coroldrio [5.1] vemos que
uma base de vizinhangas de um ponto r € (0,1) € feita de intervalos abertos
centrados em r: I ¢ / ] pois para € suficientemente
pequeno (r—e, r+€)N0,1] = (r—e, r4¢€) mésmo. Uma base de de vizinhangas
de 0 ¢é feita de intervalos de tipo [0,h)h € (0,1) pois [0,h) = (—h,h) N

[0,1]: — b ] e da mesma maneira uma base de
-h 0 h 1

vizinhangas de 1 € feita de intervalos de tipo (h,1], h € (0,1). Observe que
damos somente uma base de vizinhancas, nao todas as vizinhancas, pois por
exemplo (1/2,1] é uma vizinhanca de 3/4 e [0,1/3] é uma vizinhanca de 0
mas nao aparecem nas descri¢oes acima.

Observemos que a topologias induzidas em [0, 1] pela topolgia usual em
R coincide com a topologia métrica em [0, 1] onde d(z,y) = |z — y|, mas
x,y — | — y| e também a métrica em R. Esse fato é um principio geral:

Exemplo 5.8 Seja (X,dx) um espago métrico e S C X. Podemos intro-
duzir em S a assim chamada métrica induzida dg pondo ds(z,y) = dx(x,y);
x,y € S. Isso €, a distancia entre dois pontos de S € a mesma distancia
que eles tém considerados como pontos de X. O principio geral agora é: a
topologia métrica Tg em S respeito a métrica induzida ¢ igual a topologia
induzida Tx|S em S pela topologia métrica Tx em X: Ts = Tx|S. Esse fato
seque do resultado[(d) do Coroldriol5.2: Sejax € S e B (x) a bola aberta de
raio r centrado em x respeito a métrica dg e BX(x) a bola semelhante mas
respeito a métrica dx com x considerado como ponto de X. Fvidentemente
B3(x) = BX(z) NS e dai o resultado. Considere agora o circulo unitdrio S
como subconjunto de R
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A métrica induzida em S € o comprimento do secante (veja Exemplo
(c). Uma base de vizinhancas de um ponto z € feita de intersecoes de discos
abertos centrado em z com S; sdo intervalos abertos simétricos respeito a z
no perimetro do circulo e coincidem com as bolas abertas da métrica dg.

Exemplo 5.9 Considere o conjunto S ={0}U{t|n=1,2,...} CR

1 1 1
0 4 3 2 1

Na topologia induzida todo ponto de tipo % € por si mesmo uma base de
vizinhanas: {} = {--}N (-5 —¢, = +¢) para € suficientemente pequeno. Esses
pontos sio abertos e fechados ao mesmo tempo. ({=} € fechado na topologia
induzida pois {%} ja € fechado em R e {%} =5N {%}), aplique resultado
do Coroldrio [5.3. Considere agora intervalos de tipo (—e, €) C R isso é
uma base de vizinhangas de 0 em R entdo o sistema de conjuntos (—e, e) NS
¢ uma base de vizinhancas de 0 em S mas como a sequéncia % — 0 conjunto
(—€,€) C R contém todos as = a partir de wm certo inteiro M. Uma base de
vizinhangas de 0 consiste entdo de conjuntos de tipo {0} U{L |m > M}:

44 /)
/77777777

/
7 ”
0

NN

1
3 2

Exemplo 5.10 Considere o conjunto S = {0}U{(z,sen1)|0 < z < L} isso

¢ o grafico da fungao sen% em (0, %] e o intervalo fechado vertical {0} x[—1,1]

centrado em 0:
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um ponto p no grdfico do sen% z € (0, %] tem como esperamos uma base de
vizinhancgas consistente de intervalgp abertos mo arco do grdafico. Um erro
cumum € pensar que uma vizinhanca de (0,0) consistiria de um intervalo de
tipo {0} x (—€,€) mas vemos que qualquer disco aberto centrado em (0,0)

contém também um numero infinito de pedacos do grdfico de sen %

Toda vizinhanga de um ponto em {0} x [—1,1] contém uma infinidade de
arcos do grafico de sen%

Exemplo 5.11 Considere o conjunto Q de nimeros racionais como sub-
conjunto de R. Uma base para a topologia induzida em Q consiste de in-
tersecoes (a,b) N Q de intervalos abertos de R em Q. Aqui surge o sequinte
fato: algumas dessas intersecoes sao também fechadas em Q por exemplo



Comparacao de topologias 65

(V2,m)NQ = [vV2,71] N Q e como [v/2,7] é fechado em R, [v/2,7] N Q é
fechado em Q. Na topologia induzida entdo, Q tem muitos conjuntos ao
mesmo tempo fechados e abertos.

Podemos agora entender melhor o comportamento da integral em
C([0,1],R). O paradoxo é que na topologia fraca a integral nao é continua
mas € esta a topologia que reflete o nosso controle préatico de fungoes. A inte-
gral é continua na topologia uniforme dado pela métrica d(f,g) =
Sup,eo,1) 1/ (2) — g(z)| mas esss topologia exige informagdes sobre todos os
valores da funcao, o que é praticamente impossivel. Reconhecemos primeiro o
fato que em qualquer aplicacao da matematica, em qualquer modelo matem-
atico, os objetos matematicos além de serem formas abstratas, carregam sig-
nificacoes, isso é devem ser interpretaveis, fazer sentido. Assim os possiveis
objetos sao restritos. Nas aplicacoes de um campo de matematica a outro
campo de matematica essas interpretagoes sao completamente formalizadas e
podemos até nao reconhecer que estamos trabalhando com um modelo; mas
em aplicagoes mais praticas muita vezes nao é tao claro quais sao os objetos
que fazem sentido e quais nao.

Por exemplo dados os seguiltes dados experimentais com os correspon-
dentes graus de precisao nés determinamos sé uma vizinhanca fraca de fungoes

mas dos dois membros seguintes dessa vizinhanga sé o primeiro teria sentido
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se nés estamos estudando, por axamplo, a temperatura média mensal no
Rio de um periodo de 18 meses. Extrapolagoes de dados como em (b)
acima nao tem sentido a menos que haja outras indicagoes. Em todo mod-
elo entao aceitamos somente as construgoes que tem sentido embora que
o conjunto dessas possa nao ser explicitamente definida. Considere agora
uma situacao onde uma funcao é aceitavel se e somente se ela é continua-
mente diferencidvel em [0, 1] e a derivada é limitado por 1; seja entao S =
{f :]0,1] — R f’existe e é continua em [0,1] e | f'(z)| < 1} Nao pergunta-
mos muito sobre a razao dessa limitacao, por exemplo f pode ser poténcia
elétrica, entao f’ é a forca que uma carga elétrica sente no campo de poténcia
f; essa forca pode ser limitada pela disposicao fisica dos aparelhos nesta ex-
periéncia. Mostramos agora que topologias induzidas em S pela topologia
uniforme 7 e a topologia fraca Tgaca 880 as mesmas: Ty|S = Tpaca|S. Como
ja sabemos que Tgaca < Ty basta s6 mostrar Ty < Tgaca. S€ja f € S e con-
sidere entdo a bola BY(f) centrado em f da métrica induzida dg; precisamos
entao achar uma vizinhanga fraca V;(8, F) tal que V;(6, F) NS C B2(f).
Considere o seguinte diagrama:
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A vizinhanca métrica B®(f) consiste de todas as fungoes em S que ficam
na faixa maior em torno de f. Sao fungoes que passam através de janelas
de altura 2¢ centradas em todos os pontos do grafico de f. Escolhe agora
d = 1/2¢ e considere uma janela de altura 20 = € centrado em (0, f(0)) . Se
g € S tem ¢(0) nessa janela ela nao pode subir além da reta A nem baixar
além da reta B ,pois |¢'(z)| < 1 mas como queremos que g nunca saia de
B3(f) ele tem que voltar para a faixa menor antes da reta C' e antes da
reta D. Assim se nds colocamos uma segunda janela como no diagrama e
exigimos que g passe também através dela a funcao nao pode sair da faixa
maior nesse intervalo. Comegando agora com a segunda janela construimos
um numero finito de janelas centradas em (x, f(z)), * € F (conjunto finito)
de altura 20 tais que um g € S passando através de todas elas nao pode sair
da faixa maior; V;(8, F') C B2 (f).

Um g € V(4, F') no pode sair da faixa poligonal pois |¢'(z)| < 1.
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Exercicio 5.1 Dé a razao da nossa inducao acima nos levar somente a um
numero finito de janelas.

Vemos agora que duas topologias muito diferentes podem dar a mesma
topologia induzida num subconjunto.

Isso acontece muito em andlise e explica em parte a aplicabilidade de
construcgoes nao bem comportadas respeito a certas topologias. Algumas das
mudangas no formalismo matematico de outras ciéncias podem ser entendi-
das como uma escolha diferente do subconjunto pratico, isso é dos objetos
significativos.

Definicao 5.7 Sejam S C X ei: S — X a inclusio. Se f: X =Y é uma
aplicacao, a aplicagao foi: S —Y chama-se f restrito a S e denota-se por

/1.

Tem-se (f]S)(z) = f(z), = € S. E a mesma aplicacdo mas considerada
agora como sendo definido somente em S. Por exemplo se idy : X — X ¢é
a aplicacdo idéntica de X em X: entdo idx|S = i a inclusdo. E usual fazer
um diagrama assim:

1
S—— X
f Este diagrama comuta no
f1S sentido que f|S = foi

Y
Se agora g : S — Y é uma aplicacao dada entao qualquer funcao g : X — Y
tal que g|S = g chama-se de uma extensao de g a X.

Y

O que nos interessa, geralmente sao extensoes de certos tipos.
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Suponha agora que X é um espaco topoldgico com topologia 7. Se f :
X — Y para um outro espaco topoldgico é continuo entao para qualquer
S C X, f|S é continuo na topologia induzida em S. Isso é claro pois f|S =
foi é composicao de fungoes continuas. As vezes é importante saber se dado
uma funcao continua g : S — Y ¢é possivel achar uma extensao continua
g: X —=>Y:

Na)Y

Isso nao é sempre pcssivel.

Exemplo 5.12 Considere Q C R e a :func¢ao

() = -1, z<m
IE) = +1, z>7 T

em Q essa fungao € continua pois os conjuntos (m,00) NQ, (—oo, m)NQ sao
fechados e abertos e além de ) e Q mesmo sao as tnicas imagens inversas
de g. Esta funcdo ndao tem extensao continua a R. Uma funcdo continua em
Q entao pode “pular” em qualquer numero irracional. O mesmo fenomeno

numa situagdo mais simples acontece com S = [—1,0)U (0,1] C [-1,1] e
(x) = -1 e<0 é continua
FE=U 41, 2>0 g

em S na topologia induzida mas ndao tem extensoes continuas.

Considere agora o subconjunto S = {0} N{=|n =1,2,...} C R. Seja
g : S — R uma funcio e define os nimeros a,, = g(0), a, = g(=). Agora
a continuidade de g é equivalente a lim a,, = a,, Para ver isso note primeiro
que todo ponto { %} é fechado e aberto em S entao o valor de g pode ser es-
colhido arbitrariamente em {%} sem tocar na continuidade dela neste ponto.
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Como a topologia em S pode ser também dada pela métrica induzida a con-
tinuidade de g em 0 é equivalente a s, — 0, s, € S = g(sx) — ¢(0). Mas
s — 0 < dg(sg,0) = 0 < dx(sg,0) — 0, isso é, a convergéncia pode ser
testada em X. Como £ — 0, precisamos g(2) = a, = as = ¢(0), € isso é
suficiente. O conjunto C(S, R) de fungdes continuas S — R entao estd numa
correspondencia biuntivoca com o conjunto de sequéncias convergentes reais.
Disto ja podemos tirar certos resultados. Primeiro notemos que toda tal g

continua tem extensao continua a [0,1] (e em R todo):

as a4
Qoo Lee® as

a1

Utf=
IS
ol
(V]

ag

Ligue os pontos do grafico de g com segmentos retos dando uma ¢ continua
[0,1] — R. Lembremos agora que pelo Teorema de Stone-Weierstrass dado
um € > 0 uma ¢ : [0,1] — R continua podemos achar um polinémio p tal
que |(p(x) —g(x)| < e, x €0, 1]; isto é, toda funcdo continua em [0, 1] pode
ser aproximada uniformemente por polinémios. Agora p(z) = Z]kvzo apx”,
Considere as seguintes sequéncias convergentes:
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note que a*) como funcio em S é £¥|S. Disso segue que p(z)|S = Zszo at®)
ou em outras palavras em S, |3~ a®) — g| < e. Achamos entdo um teo-
rema de aproximacao para sequéncias convergetes. Isso foi possivel pela
identificacao do conjunto de sequéncias convergentes com o espaco de funcoes
continuas num certo espacgo topol6gico.
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Capitulo 6

Comparacao de espacos
topologicos

Em vez de comparar topologias diferentes num dado conjunto podemos com-
parar espacos topoldgicos diferentes. Como primeiro passo nessa dire¢ao:

Definicao 6.1

(a) Seja f : X — Y wma aplicagao entre dois espagos topoldgicos,

f chama-se de homeomorfismo se ela é biunivoca, continua e f=' é
continua.

(b) Dois espagos X, Y sao ditos serem homeomorfos se existe um home-
omorfisimo f : X — Y. Dizemos também que X e Y sdo topologica-
mente isomorfos. Escrevemos X ~Y .

Do ponto de vista topoldgico dois espacos homeomorfos sao os mesmos.
Qualquer situacao topoldgica num tem uma situacao equivalente no outro.
Nao tem maneira estritamente topolégica de distinguir um do outro. Os
resultados da topologia sao invariantes sob a substituicao de espagos por
outros homeomorfos a eles. Disto segue a importancia de reconhecer quando
dois sao homeomorfos e quando nao. Em outras palavras precisamos uma
classificacao de espacgos topologicos a menos de um homeomorfismo. Nesta
generalidade o problema é quase insolivel; os espagos topoldgicos sao ex-
tremamente variados. Para certos tipos de espacgos esta classificacao ja é
um campo grande de investigacao. Uma boa parte da topologia algébrica é
motivada por este problema.

Damos aqui alguns exemplos de espagos homeomorfos e nao.

73
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Exemplo 6.1

(a) R ~ (—7/2,7/2) onde (—7/2,7/2) tem a sua topologia induzida
de R. Um homeomorfismo f : R = (—m/2,7/2) é dado por x
arctan(x). Disto podemos construir o sequinte diagrama de homeomor-
fismos

(a,00)

2 x+a

arctan(zx) % (z+7/2) tanx

R (—7/2,7/2) — (0,7/2) —

(0, 00)
Za—l-@x Z—x

(a,b) (—00,0)

Lz+b

(_007 b)

Entao os quatro conjuntos: R, (a,00), (—o00,b),e(a,b) sdo homeomor-
fos e como espacos topoldgicos sao equivalentes.

(b) Considere o quadrado e o disco unit’rio em R?

Q={(zy) 2l <Lyl <1}, D={(z,y)]a*+y* <1}
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Para construir um homeomorfismo h : D = Q considere um p € D, se
p = (0,0) seja h(p) = (0,0), se p # 0 considere um raio passando por
p; esse raio corta o perimetro do disco em A e

\ B

A

o perimetro do quadrado em B. A razio BO/AO = u(p) vdria continu-
amente com p. Define agora h(p) = u(p)p, isto dd um homeomorfismo
D 5 Q. Da mesma maneira a bola fechada e o cubo fechado em qual-
quer espaco R"™ sao homeomorfos. Mais geralmente todos os sequintes
subconjuntos de R? sdo homeomorfos

Um conjunto homeomorfo a uma bola fechada em R"™ chama-se uma n-
célula. Uma 0-célula € por defini¢ao um ponto so. O intervalo [0, 1] é
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uma 1-célula e o disco fechado {(x,y) | z*+y? < 1} uma 2-célula. Para
n diferentes as vdrias n-células nao sao ho meomorfas, a demonstracao
porém nao € muito fdacil.

(¢) Os espacos [0,1), (0,1) (com a topologia induzida da topologia em
R ndo sao homeomorfos. O espago [0,1) tem a sequinte propriedade:
existe um ponto tal que depois de tird-lo ficamos com um espaco home-
omorfo a R; de fato [0,1) \ {0} = (0,1) ~ R. FEssa propriedade ¢é
invariante sobre homeomorismos mas (0,1) nao tem essa propriedade
pois para qualquer ponto r € (0,1), (0,1)\ {r} = (0,7) U (r,1) % R.
Para ver que (0,r)U(r,1) £ R notemos que (0,7)U(r,1) pode ter uma

-1 z€(0,r)

+1 z € (r,0)
(veja Exemplo 5.1) mas R nao tem esta propriedade. Como esta pro-

priedade também € invariante sob homemorfismos os dois espacos nao

podem ser homeomorfos.

fungao continua real com dois valores sé: g(x) = {

Definicao 6.2 Uma propriedade de um espaco que € invariante sob homeo-
morfismos chama-se propriedade topoldgica.

O método geral de mostrar que dois espacos nao sao homeomorfos é achar
uma propriedade topoldgica verdadeira para um mas nao para o outro.

Uma caracterizacao topoldgica de um espago é um conjunto de pro-
priedades topoldgicas tais que quaisquer dois espacos que satisfazem todas
essas propriedades sao homeomorfos. Em geral caracterizacoes sao dificeis
a encontrar e por enquanto nao damos nenhuma. Notamos pelo menos que
a propriedade: existe um ponto xg € X que chamaremos de tiravel tal que
X\ {zo} ~ R, nao é uma caracterizagao de [0, 1) pois o circulo também tem
esta propriedade:

Q ~R (considere z € R gilr+2arctan@)) ¢ C ~ R?)

No circulo este ponto tirdvel nao é tnico, qualquer ponto serve, em [0,1) o
ponto tiravel é tinico. Porém exigindo a unicidade deste ponto ainda nao
déd uma caracterizagdo. Considere X = R U {Q} onde © é um ponto ¢
R. Digamos que uma base de vizinhancas de z € R ¢é feita de conjuntos
usuais: {(z — €,z 4+ €)|e > 0} mas uma base de © dado pelos conjuntos
{QYU(-1—¢,-1)U(1,1+¢€),e>0:
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vizinhanca de Q

>

1 f
] T
-1 1

O ponto © é o tnico tirdvel mas X nao é homeomorfo a [0,1) pois em X
qualquer vizinhanca de © e qualquer vizinhanca de 1 tem intersecao nao
vazia e isso nao é valido para dois pontos diferentes em [0,1) . Um outro
tipo de comparacao de espagos topoldgicos é o seguinte:

Definicao 6.3 Uma aplicagao f : X — Y entre dois espacos topoldgicos
chama-se mergulho se f define um homeomorfismo entre X e a imagem
f(X) CY onde esta imagem é considerada com a topologia induzida de Y .

Em outras palavras f apresenta o espago X como subespaco do espago Y.
Dado qualquer espaco topoldgico X e um subconjunto S C X, a inclusio
i:S — X é um mergulho de S (com a topologia induzida) em X.

Exemplo 6.2

(a) Considere a aplicagio X = (0,1) 5 R? dada por f(r) = (0,7) (o
par (077*) como porrn‘n Ao R2) 5een & simm momranlha ~m, f(X) 0 Segu/];nte
subconjunto
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(b) Considere a aplicagio X = (0,1) 5 C ~ R? isto é um mergulho
cuja imagem € um circulo furado.

As vantagens de mergulhos e que espacos topoldgicos complicados podem
ser vistos como subespacgos de espacos mais simples. O espaco ambiente Y
pode também fornecer bastantes aplicagoes continuas para o espago X, isto

¢é toda aplicagio continua ¥ — Z d4 uma aplicagao continua X — Z por
COMpOS¢ao:

gof
Z

Para Z fixo e mergulhos bons isto pode dar todas as aplicagoes continuas.
Considere por exemplo o subespaco de R? introduzido pelo Exemplo .10
Como veremos muito depois, toda funcao numérica continua nesse espago
pode ser estendida a uma funcdo continua em R? mas af em qualquer regido
limitada toda funcao continua pode ser aproximada uniformemente por polin-
omios, entdo restricdes de polindmios em R? a este subespaco podem aprox-
imar uniformemente qualquer funcao continua neste subespaco. Achar uma
familia de fungoes assim sem usar o espaco ambiente seria muito dificil.

Considere os dois mergulhos @ e @ do Exemplo [62] Uma fungao

continua (0, 1) LR pode ser dada através mergulho (a) como

f g

(0,1)
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(isto é, como restricdo de uma funcdo continua g : R* — R & imagem de
(0,1) pelo mergulho) se e somente se lim, o k() e lim,o k(x) existem, e da
mesma maneira pode ser dada atraves mergulho @ se e somente se os dois
limites existem e coincidem.

A existéncia desses limites nos possibilita extender k£ ao fecho e dai recor-
remos a um teorema a ser demonstrado depois que ama fungao continua num
subespaco fechado de R? pode ser extendida a R?.

Um mergulho de (0,1) em R? que possibilita a extensio de uma funcao
continua qualquer é por exemplo x —» (x, % + ﬁ) isto é a imagem € o grafico

s 1 1
da funcao _ + 1.

Neste mergulho a imagem de (0, 1) é um conjunto fechado em R?.

O mergulho usual Q — R dos ntimeros racionais nos nimeros reais facilita
o nosso entendimento da topologia em Q (que pode ser definida intrinsica-
mente atraves a métrica d(p,q) = |p — q| por exemplo) e embora nao toda
funcao continua em Q seja restricao de uma funcao continua em R o mergulho
facilita entend-las. Veja Exemplo 510

Um mergulho entao é 1til se o espago ambiente Y facilita o entendimento
da estrutura topoldgica de X. O problema de quais sao os bons espacos
ambientes e quais sao os bons mergulhos serda abordado em varios pontos
neste livro.

O terceiro conceito de comparagao de espacos topoldgicos é o de homeo-
morfismo local.

Definicao 6.4 Um espagco X ¢é dito ser localmente Y, ou localmente home-
omorfo a Y, se todo ponto x € X tem uma vizinhan¢a V homeomorfo a
um aberto de Y. Isto é para todo x € X existe uma vizinhanca V e um
mergulho h -V — 'Y com imagem aberta em Y. O mergulho h chama-se
homeomorfismo local.
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Exemplo 6.3

(a) O circulo S* € localmente R*

Ve~(-1,1)CcR

-

(b) A esfera S? ¢ localmente R®.

V ~ % C R?

q

Os homeomorfismos locais podem ser dados explicitamente usando as
coordenadas em R? e R® respectivamente onde S' e S? sdo mergulhados na
maneira mais usual: {z?+y* =1} C R? ¢ S? como o conjunto {z?+y?+2? =
1} € R®. Por exemplo a transformacdo (z,y) +— z, R* — R restrita ao arco
superior aberto do circulo d4 um homeomorfismo daquele arco com (—1,1).

(TN
N
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Isto é um homeomorfismo local para todo ponto do arco superior aberto,
para outros pontos usam-se projecoes semelhantes.

Esta construgao mostra mais um uso de mergulhos, a saber, fornecimento
de homeomorfismos locais.

Note bem que quando nés falamos do circulo S!' geralmente nao esta-
mos referindo ao circulo explicitamente apresentado como {(x,y) |2+ y? =
1}, mas a qualquer espaco topoldgico homeomorfo aquele circulo standard.
Geralmente nao distinguimos entres espgos homeomorfos. Assim todos os
seguintes subconjuntos de R? sao S':

Reliied

S

Do ponto de vista topologico sao completamente iguais.

Nestas consideracoes é importante distinguir um fato intrinseco de um
espago topoldgico de um fato que refere a seu mergulho possivel num outro
espaco. Por exemplo considere os dois seguintes subconjuntos de R®. (Aqui
nos em verdade damos as projecoes deles neste papel que é um pedaco de

R?)
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(a) (b)

um né um lago

Como subconjuntos de R? ambos sdo homeomorfos a S*, sao mergulhos de
S, O fato que nao podemos soltar o né (a) em R* e transforma-lo no conjunto
(b) com deformagoes continuas é um fato do mergulho e nao refere a nenhuma
propriedade intrinseca topolégica que (a) tem e o (b) nao tem. Como muitos
espacos topoldgicos na pratica sao apresentados como subespacos de outros
precisamos exercer cuidado em nao confundir fatos intrinsecos com fatos de
mergulho.

Continuamos com mais exemplos de homeomorfismos locais:

Exemplo 6.4

(a) O toro T? ¢ localmente R*.

(b) O cilindro infinito {(x,y, 2) | ¥*+y* = 1}, e o cilindro finito {(x,vy, 2) | 2>+
y? =1, |z| < 1} sdo ambos localmente R?,
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(¢) Para qualquer espago topoldgico X qualquer aberto U C X € local-
mente X. O homeomorfismo local para qualquer x € U € dado pela
inclusao v : U — X. Um subconjunto qualquer de X pode nao ser
localmente X ; por exemplo a 1-célula [—1,1] C R nao € localmente R
pois qualquer vizinhanga V' de 1 contém como subconjunto aberto um
intervalo do tipo (r,1], se h : V. — R fosse um homeomorfismo local
com h(V) aberto em R, a imagem h((r,1]) = (h=1)7((r,1]) seria um
aberto em h(V') pois h™' é continuo. Entao h((r,1]) = h(V)NU onde
U é um aberto de R mas como h(V') é aberto em R concluimos que
h((r,1]) € aberto em R. Como h é um homeomorfismo V. = h(V),
h|(r,1] € um homeomorfismo (r,1] ~ h((r,1]). Entao (r,1] seria home-
omorfo a um aberto em R e isto € impossivel pois (r,1] \ {1} ~ R e
nenhum aberto de R sendo uma reunido disjunta de intervalos abertos
contém um ponto cuja remocao deixa um conjunto homeomorfo a R.

Com um argumento semelhante podemos mostrar que nenhuma n-célula
¢ localmente R™, por exemplo na 2-célula os pontos na fronteira ndao tem
vizinhancas requeridas

{iy _~V % nenhum aberto em R?
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Similarmente o cilindro finito fechado {(z,y,2)|z* +vy* =1, |2| < 1}
ndo € localmente R?.

- ~

(d) Dos espagos localmente R jd conhecemos R, S, e qualquer aberto de
R. Além desses hd muitos. O espago X = RU{Q} introduzido acima
¢ um outro.

Para entender melhor este espaco pense nele assim:

O ponto O € um ponto de transicao entre o lado esquerdo de —1 e o
lado direito de 1; de fato X \ [-1,1] ~ R.

(e) Fis um outro espago X localmente R. Considere S* e [0,00) dispos-
tos assim:
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Seja P € S* ¢ Q o ponto 0 € [0,00) todos os pontos exceto Q tem
base de vizinhangas usual, uma base de vizinhancas de () € feita com
conjuntos do tipo tracado no desenho.

Para entender melhor considere uma sequéncia de pontos em S* que
convergem para P do lado esquerdo, essa sequéncia também converge

X1

para o ponto diferente () pois entra eventualmente em qualquer vizin-
hanga dele. Uma sequéncia semelhante do lado direito de P converge
somente a P pois nunca entra a vizinhan¢a dada de Q).

Para ainda melhor entendimento introduzimos um conceito que alids sera
util em outros contextos:
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Definigao 6.5 Seja (X, T) um espago topoldgico, um caminho em X e uma
aplicacao continua ¢ de um intervalo I para X. Os intervalos mais usados
sao [0,1] e [0,00). No caso [0,1], ¢(0) é o inicio do caminho e ¢(1) € o
fim, no caso [0,00), ¢(0) € o inicio mas o caminho ndo tem fim.

A palavra “caminho“ nao é muito boa aqui, “caminhada” seria melhor,
pois é importante nao confundir o caminho ¢ como definido aqui com a
imagem ¢(I) como subconjunto de X. A imagem ¢(I) é o trajeto per-
corrido mais podemos percorrer este de maneiras diferentes: considere os
dois caminhos ¢, ¢o : [0,1] — R? dados por ¢,(t) = (sennt,coswt) e
Po(t) = (senwt?, cos Tt?) o trajeto é o mesmo:

¢ (0)—*9

0.5

-0.54

¢ (1)—*9

mas com ¢; chegamos ao ponto (1,0) no tempo’ 1/2 e com ¢, no tempo
1/+/2. Similarmente considere as vdrias caminhadas [0,1] — [0,1] dadas

pelos seguintes graficos:

sao todas diferentes mas percorrem o mesmo trajeto com inicio 0 e fim 1.

Uma caminhada assim:
0
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tem o mesmo trajeto mas volta ao inicio, o fim é 0 também. Embora que
“caminhada” seria a palavra melhor, continuaremos usando a palavra ja con-
sagrada “caminho”.

5/6

Para representar caminhos colocamos o valor do parametro t no ponto ¢(t).

O .

No nosso espaco

temos os seguintes tipos de caminhos: caminhando para P do lado esquerdo
podemos ou passar através de P e continuar em S! ou ha hora da chegada
ao P, “pular” para @) e continuar em [0,00). Repare bem porém que o
caminhador nao sente nenhum pulo, para ele o espaco localmente é um pedago
de R tanto passando por P quanto por Q).

Caminhando para P do lado direito devemos ricar em S*, um pulo para Q
seria um pulo real, uma discontinuidade no caminho:
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1/2 3/4
1/4

considere um ¢ como no desenho e seja V' a vizinhanca de () ai tracada,
entao ¢~ (V) = [1/2,3/4) que nao é uma vizinhanga de 1/2 em [0, 1] e ¢ nao
¢ continua.

Uma caminhada possivel no espaco R U {O} é de passar

v

por © sem entrar no intervalo [—1, 1]; para alguém que nao sabe de © e olha
s6 para o caminhador em R parece que este ao chegar ao ponto —1 some
e reaparece magicamente no mesmo instate no ponto 1 para continuar sua
caminhada. Para o nosso excursionista, ele nunca passa por —1, nem por 1,
nao sabe nada do intervalo [—1, 1], s6 sabe que estd caminhando num espago
que sempre parece uma reta. Se o espaco fisico fosse assim eu poderia sumir
da avenida Atlantica do Rio de Janeiro e reaparecer em Washington Square
de Nova York sem sentir que o espago em torno de mim tenha deixado de ser
um pedaco de R3.

Como ultimo exemplo de espacos estranhos localmente R considere duas
copias Iy, I, do intervalo (0,1) e o quadrado aberto (0,1) x (0,1) dispostos
assim:
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Digamos que os pontos em [; e I, tém bases de vizinhangas usuais, mas que
um ponto P = (z,y) no quadrado tem como base de vizinhanga conjuntos
de tipo {P} U (y,y + €) U (2,2 + €) como no desenho. Esse espago é local-
mente R mas todos os pontos do qudrado sao pontos de ligagao entre I; e
I5: caminhando em [; de cima para baixo podemos a qualquer instante em
vez de passar pelo ponto y (qualquer) passar através um ponto de ligacao
(z,y) e reaparecer no lado direito do ponto = (qualquer) em I, e continuar a
caminhada ai.

Essas consideragoes mostram que ja o problema de classilicar e caracteri-
zar os espacos localmente R é complicadissimo.

Uma propriedade topoldgica que distingue os casos mais familiares de S*,
R, dos nossos exemplos estranhos é dada pela seguinte definicao importante:

Definigao 6.6 Um espago topoldgico (X,T) chama-se de Hausdorff (ou T2
ou separado) se dados dois pontos distintos x, y, x # y existem vizinhang¢as
V, de x eV, dey tais que V, NV, = .

Em outras palavras qualquer par de pontos distintos tem vizinhangas sem
intersecao.

O circulo S* e a reta R sao Hausdorff. Os espagos R U {Q} e o espaco
do Exemplo nao sao Hausdorff. A reta com a topologia da ordem
{0, X} U{(r,00) | € R} nao é Hausdorff.

Todo espago métrico é Hausdorff pois se x # y entao 6 = d(z,y) > 0 logo
Bys3(x) N Bss(y) = 0; exitem entao as vizinhangas requeridas.
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Em anélise, geometria diferencial, topologia algébrica, quase todos os
espacos estudados sao Hausdorff, mas em outras areas como geometria algébrica,
espacos nao Hausdorff sao muito comuns.

A restrigao a espacos Hausdorff é bem dificil motivar mas para muitos au-
tores é quase uma regra; as palavras “seja X um espaco topolégico Hausdorft”
comegam muitas defini¢oes, artigos, paragrafos, livros, aulas, etc. De modo
geral podemos trabalhar sem esta hipdotese mas ser Hausdorff é tao forte,
simplifica tanto que é usual impor esta condicao sem investigar se ela é real-
mente necessaria. Em muitas situacoes ela é falsa mas entao outras condicoes
geralmente limitam os tipos de espagos considerados. (Mas ainda com a im-
posicao de ser Hausdorff existem espacos localmente R estranhos. Assim a
chamada reta cumprida é construida comegando com (—oo,0) e depois colo-
cando por inducao transfinita uma apds a outra um n mero nao enumeravel
do cépias de [0, 1). Isto d& um espago localmente R, mas comprido demais:
qualquer sequéncia de pontos nesse espaco é cotado superiormente que nao
é verdade para R. Usam-se além de ser Hausdorff varios outros axiomas de
separagao, aqui apresentamos mais dois, mas faremos pouco uso deles.

Definicao 6.7

(a) Um espago topolégico (X, T) € dito ser TO se para qualquer dois
pontos x, y € X, x # y existe uma vizinhanc¢a de pelo menos um deles
que nao contém o outro.

(b) Um espago topoldgico (x,T) € dito ser T1 se para qualquer dois
pontos x,y € X, x # y existe uma vizinhan¢a de qualquer um deles
que nao contém o outro.

Evidentemente T2 = T1 = T0. Essas implicagoes nao sao reversiveis.

Exemplo 6.5
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(a) o espago de Sierpinski: X = {1,2}, T = {0, X,{1}} € T0O mas nao
T1. A vizinhanga {1} de 1 ndo contém 2 mas toda vizinhanga de 2
contém 1.

(b) A retaR com T = {0, X}U{(r,00) |7 € R} € similarmente T0 mas
nao T1.

(c¢) Seja X um conjunto infinito, a topologia de complementos de con-
Juntos finitos é T1 mas nao T2. Sex,y € X, v # y entio X \ {y} é
uma vizinhanga de x nao contendo y e X \ {x} é uma vizinhanca de y
nao contendo x. Como qualquer dois abertos tem intersecao nao vazia,
o espaco nao ¢ T2.

Uma caracterizacao de espacos T'1 é o seguinte:

Teorema 6.1 Um espago topoldgico (X,T) € T1 se e somente se todo ponto
{x} € um conjunto fechado.

Exercicio 6.1 Demonstre o Teorema [6.1.

6.1 Uma Estoria Nao Totalmente Topolégica

Considere uma funcao numérica f : X — R num espago X localmente R.
Como X parece localmente um pedaco da reta, podemos tentar definir a
derivada de f usando um homeomofismo local para interpretar f como funcao
num intervalo da reta. Para ser consistente isso é possivel somente se pode-
mos escolher os véarios homeomorfismos locais numa maneira coerente (veja
qualquer livro de variedades para os detalhes) mas para nds agora basta sé
saber que isso é possivel para os exemplos aqui apresentados. Entao faz sen-
tido falar de f satisfazer uma equacao diferencial em qualquer um dos nossos
espagos introduzidos acima. Em particular considere a equacao de onda que
localmente é

O f(x,t)  *f(x,t)
or2 02
onde x é uma coordinata local em X et é o tempo. No caso da reta a solucao
geral dessa equagao é f(x,t) = a(zr —t) + B(x +t) onde « e § sdo fungdes
duas vezes diferenciaveis. A interpretagao do termo «a(z —t) é que a forma
da onda é preservada mas transladada com velocidade uniforme a direita, (5

¢ transladado a esquerda).
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_ _ —_—

A\/ | A\/ | A\/

a(x,1) o(X,2)

a(x,0)

Como satisfazer uma equagao diferencial é um fato local, a topologia
global s6 pode impor condigoes de consisténcia global e o comportamento
local deve ficar 0 mesmo. Vamos ver como uma onda se comporta no seguinte
espago:

Suponha que no tempo t = 0 existe uma onda em S movendo-se na

diregao indicada.
-— -

Agora qualquer funcdo continua f satisfaz f(P) = f(Q), isso é porque
existe uma sequéncia que converge simultaneamente tanto para P quanto
para (). A onda ao chegar a P tem que ter a mesma amplitude em @ e
uma vez essa amplitude estd ali ela vai se propagar a direita na parte [0, 00)
do nosso espaco. A onda se duplica, uma cdpia sai através de (), a outra
continua através de P.

—_—

. I
‘?)



Comparacao de espacos topolégicos 93

Para alguem situado fora de S*, o ponto ) parece uma fontes inexaustivel
de ondas saindo daquele ponto: toda vez a onda em S! chega a P ela se
duplica e manda uma cépia fora. Uma onda rodando na outra direcao nunca
sai, mas para consisténcia ela precisa de uma irma gémea chegar da parte
[0,00) do espago para manter f(P) = f(Q). As duas cépias se fundem e
continuam rodando em S*.

As ondas comportam-se entao de maneira diferente dos caminhos. Um
caminho nao pode se rachar, a onda deve (ondas sao fungoes X — R, cam-
inhos sao fungoes R (ou um subintervalo) — X. Se o espago fisico nao fosse
Hausdroff, sera que toda vez que eu passo do Rio a New York, uma cépia de
mim fica no Rio? Se equacoes diferenciais descrevem matéria, parece que deve
ser assim. Mas isto nao é exatamente a verdade. A nossa discussao de ondas
contem um erro de principio, falamos de ondas, mas ondas de qué? Se pen-
sarmos em ondas acusticas, f(z,t) e a intensidade de som no ponto z, tempo
t, mas tanto f quanto x refer a mesma realidade, deslocamentos no espaco; o
som ¢é produzido por deslocamentos da moléculas de ar. Se x agora pertence
a um espaco louco, os deslocamentos devem também pertencer a um espago
louco. Mas para introduzir uma equacgao diferencial para f nao é absoluta-
mente necessario supor que f tem valor em R, a derivada é um fenémeno local
e f pode tomar valores num espaco localmente R (com os mesmos cuidados
tratados num curso de variedades). Com essa mudanga considerando uma
onda como funcao f: X — Y onde Y é um espaco localmente R e f satisfaz
a equacao de onda, podemos construir ondas que nao precisam de se dupli-
carem, que podem ou nao mandar copias fora, e as que podem ter escolha ao
chegarem a P de ficar dentro de S! ou sair. Nas primeiras equacoes diferen-
ciais da fisica, tanto a variavel dependente quanto independente referiram a
mesma realidade: deslocamento no espaco. A primeira quebra nessa ligacao
ocorreu nas ondas eletromagnéticas. Este fato foi tao chocante que os fisicos
tentaram de consertar suas ideias introduzindo o éter; ondas eletromagnéticas
seriam entao deslocamentos do éter no espaco. Fizeram muitos modelos feios
do éter em termos de molas, corpos eldsticos, massas, etc. Agora nao nos
preocupamos com isso, e uma vez uma ideia matemdtica (como equagao
diferencial) chama a atencao de matemadticos ela é desenvolvida pelos cam-
inhos internos e exigéncias da propria matematica. Assim a coeréncia inicial
pode ser perdida. E bom lembrar isso ao tentar fazer modelos matemadticos
da realidade externa a ela, os objetos mateméaticos muito desenvolvidos ja
perderam seus lagos com a realidade nao matematica, e o modelo pode sair
mal feito. Isto nao é um argumento contra abstragoes, mas contra mau pen-
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samento. Um modelo matemético com interpretacgao fisica (a semantica do
modelo) é um sistema de significa¢oes onde a forma é matemadtica. Nao é
tudo uma simples correspondéncia: objeto matemadtico <> situagcao na reali-
dade externa. Isso na linguistica corresponde aos nomes: ‘cavalo’« o animal
assim nomeado. H& estruturas superior a isto. A derivada por exemplo na

mecanica cldssica relaciona a velocidade com a posigao v(t) = —tx(t), e assim

joga um papel semelhante ao sufixo ‘eiro’ que faz ‘cavalheiro’ do ‘cavalo’. O
sistema semantico de um modelo entao é bem complicado e quando aparecem
contradicoes entre ele e as formas que o sustentam podem sugerir a criagao
de novas formas. Assim equacoes diferenciais em espacos localmente R* mas
nao Hausdorff apareceram na cosmologia. As equacoes de Einstein sao dez
equacoes diferenciais para dez funcoes em R*. As solucoes delas definam
uma métrica (de fato uma pseudo-métrica, mas isso nao importa aqui) em
R*, mas precisamos entender isso so localmente; as solucoes definam somente
um pedaco de R* e uma métrica ai. Como colar esses pedacos para construir
um espaco global, o que seria um modelo do espaco-tempo fisico, é outro
problema que foi resolvido para muitas solucoes originais. Esse espago global
inicialmente sempre foi pressuposto Hausdorff. Num desses surgiu o seguinte
paradoxo. Uma pessoa em queda livre no espaco-tempo segue um trajeto es-
pecial chamado geodésica, o comprimento do arco nessa geodésica (respeito
a métrica determinada pelas equagoes de Einstein) é o tempo vivido por essa
pessoa, é proporcional ao andamento do seu relégio. No espaco sob con-
sideragao (o assim chamado espaco de Taub-NUT) existem geodésicas com
comprimento do arco finito embora que o trajeto nao tem fim. Geometrica-
mente elas sdo espirais que aproximam um circulo, sao curvas sem fim com
comprimento finito (lembra que [0,7") ~ [0, c0).
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E o coitado que esta caindo livremente assim, quando seu relégio diz T', onde
estd? O espaco em todos os outros aspectos é perfeitamente nao singular.
Nenhuma quantidade fisica é infinita em ponto algum, nada mais parece
estranho, s6 as quedas livres. Acontece que podemos salvar quase todos o
nossos amigos condenados, juntando mais duas copias do espago Taub-NUT
numa maneira ndo Hausdorff mas localmente R* ao espaco original. (Uma
cOpia para espirais a direita, outra a esquerda). O nosso amigo simplesmente
sal para um outro espago numa maneira continua e até diferenciavel. As
equagoes de Einstein continuam sendo satisfeitas em todos os pontos.

Nao pretendemos sugerir que o espaco-tempo fisico é assim, mas sub-
linhar o fato que o conteido semantico de um modelo (comprimento do
arco <> tempo vivido) da lugar a formas novas e saidas inesperadas de para-
doxos aparentes. A riqueza do formalismo topolédgico é que ele pode carregar
conteudos variados embora nao todos.
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Capitulo 7

Topologias finais e espacos
quocientes

Seja (X, T) um espago topologico e Y um conjunto. Considere uma aplicagao
f X — Y. Considere agora todas as topologias em Y com f continua.
Tais existem pois f é continua com a topologia grosseira em Y. A topologia
grosseira é entao a minima topologia com f continua. Como esta nao depende
de f nao da nenhuma informacao sobre f. Se f for uma funcao constante
a maxima topologia com f continua seria a topologia discreeta. Num certo
sentido entao a maxima topologia com f continua refleteria a variagao de f.
Esta topologia existe. Seja Ty qualquer topologia com f continua entao para
qualquer U € Ty, f~1(U) é aberto em X. A mais forte dessas topologias
entao seria aquela definida por: U é aberto em Y < f~1(U) é aberto em X.

Definicao 7.1 A topologia definida acima chama-se topologia final em relacdo
a aplicagdo f.

Exercicio 7.1 A topologia final induzida em Y \ f(X) é a discereta.

Por for¢ga do Exercicio [L.] frequentemente consideramos a topologia final
somente no subconjunto f(X) C Y. Para melhor entender esta topologia
introduzimos certas construgoes.

Definigao 7.2 Seja f : X — Y wma aplicagio entre dois conjuntos. Se
T C X chame o conjunto T = f~'(f(T)) a saturacao de T e chame um
conjunLo T saturado se T' =T

97
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Note que toda imagem inversa f~!(S) de subconjuntos S C Y ¢é saturado.
Observe que a saturagao é um fecho de Kurotowski segundo o Exercicio

4.4 e assim define uma topologia em X que chamaremos de topologia satu-
rada, T .

Defini¢ao 7.3 Seja (X, T) um espago topoldgico e S C X, dizemos que N é
uma vizinhanca de S se e somente se existe um aberto A tal que S C A C N,
ou seja S C N°.

Note que esta definicao é andloga a da vizinhanca de um ponto; use o
mesmo tema de interpolagao por abertos.

Definigao 7.4 Seja (X,T) um espago topoldgico e S C X. Uma familia ¥
de vizinhancas de S chama-se uma base de vizinhancas de S se e somente se
dado qualquer vizinhanga N de S existe um elemento V € 9 tal que V C N.

Teorema 7.1 A topologia final satisfaz as sequintes propriedades:

(a) Um conjunto C' € Y € fechado na topologia final se e somente se
f7HC) € fechado em X.

(b) Uma familia B C P(f(X)) € uma base da topologia final em f(X)
se e somente se a familia {f~1(B)| B € B} é uma base para T N'T.

Isto €, todo aberto saturado é reunido de conjuntos de forma f~Y(B),
B e B.

(¢) Um conjunto ¥ de subconjuntos de f(X), 9 C P(f(X)) € uma base
de vizinhangas da topologia final de um ponto y € f(X) se e somente
se a familia {f~Y(V) |V € 9} é uma base de vizinhancas de f~'(y) na
topologia T N'T. Isto é, qualquer aberto saturado W tal que fy) C
W, existe um V € ¥ tal que f~(y) CV C W.

Demonstracao:

(a) Imediato.

(b) (=) Seja U C X um aberto saturado, entdo U = f~1(f(U)) e p
defini¢ao da topologia final, f(U) é aberto em Y. Logo f(U) = U
"a €A, B,eB. Assim U =, f1(Ba).

(<) SejaG C f(X) aberto na topologia final, entao f~H(G) =, f~1(Ba),

€ A, B, € B, pois f71(G) é um aberto saturado. Disto segue

a
G Ua -
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(c) (=) Seja W um aberto saturado tal que f~'(y) C W. Sendo W =
F7YHf(W)), f(W) é aberto na topologia final e sendo y € f(W) existe
um V € comy €V C f(W). Logo: f~'(y) C f~1(V)CW.

(<) Seja N uma vizinhanga de y na topologia final, endo y € N° C N
e f71(y) c fFYNY) € f7Y(N). Sendo f~1(N°) um aberto saturado,
existe um V' € ¢ tal que f~'(y) € f~HV) C f7HN°) C f7Y(N) logo
yeV CN.

¢

Passamos agora ao uso mais comum da topologia final, a topologia quo-
ciente. Primeiro certas consideragoes relevantes.

Definicao 7.5 Seja X um conjunto. Uma relagao ~ em X € dita ser uma
relacao de equivaléncia se ela satis-faz:

1. x ~x,Vr € X (reflexividade)
2. x~y=y~z Ve, y€ X (simetria)
3. x~yandy~ z= x ~ z (transitividade)

A relacao de igualdade, x = y é uma relacao de equivaléncia. A relagao
total: x ~ y para quaisquer x, y é também uma relacao de equivaléncia. Se
considerarmos uma relagdo R como o subconjunto {(x,y) | xRy} C X x X a
relacdo de igualdade corresponde ao diagonal A = {(z,z) |z € X} C X x X
e a relagao total ao X x X todo. E facil ver que a intersecao de qualquer
familia de relagoes de equivaléncia é uma relacao de equivaléncia. O conjunto
de todas as relagoes de equivaléncias em X ¢é parcialmente ordenado pela
inclusao ~q<~y<>~1Crvy como subconjuntos de X x X. Isto é equivalente
ax o~y =T~y A igualdade é a relacao de equivaléncia minima e a
relagao total é a méxima. Toda familia F de relagoes de equivaléncia tem
infimo e supremo onde inf F = (. E e sup F ¢ a intersegao de todas cotas
superiores de F (tais existem pois a relagao total é a maxima).

Qualquer conjunto R de relacoes em X entao gera uma relacao de
equivaléncia; a minima relacao de equivaléncia E que satisfaz £ D R,V R €
R. Notaremos essa relacdo por E[R]. Se R consiste de uma relagdo so:
R = {R} escrevemos E[R]. Evidentemente E[R] = E [Upcx R|, € se F é
uma familia qualquer de relagoes de equivaléncia entao sup F = FE [U rerF }
Por exemplo a igualdade é gerado pela relagao vazia A = E[)] e a relacao
total pela desigualdade X x X = E[#] = E[A].

Essas consideracoes sao paralelas aquelas sobre topologias.
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Definicao 7.6 Dado uma relagdo de equivaléncia ~ em X e seja x € X
define a classe [x] de © como [z] = {y|x ~ y}. Este € o conjunto de todos
0s pontos equivalentes a x.

Teorema 7.2 As classes de equivaléncia satisfazem:
(a) = € [x]
(b) sey € [z] entao |y] = [z]
Demonstracao:
(a) Segue de = ~ x.

(b) zey,wezleyex] ey~zx~y, ey~r=c~zey~w=
z € [r] ew € [y].

Destes dois fatos seguem as seguintes
1. X = J[z]. Isto é consequéncia de
2. Ou [z] = [y] ou [z] N [y] = 0.
Pois por [(b)|se z € [z] N [y] entao [z] = [z] e [2] = [y] = [z] = [y].
¢

Em outras palavras as classes de equivalé cia formam uma particao de X,
onde definimos:

Definigcao 7.7 Uma familia Q de subconjuntos nao vazios de X € uma par-
icao de X se e somente se

(a) X:UQeQQ
(b) Q1, 2€Q, Q1 #Qy=Q1NQy = 0.

G
e
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Em outras palavras o conjunto apresentado como uma reuniao disjunta de
subconjuntos.

Se agora consideramos todoso os elementos que pertencem ao mesmo el-
emento da particao como sendo equivalentes num certo sentido, chegamos a
definir uma relagao de equivaléncia cujas classes de equivaléncia sao exata-
mente os elementos da dada particao: Isto é, defina

r~y<s existeum Q € Qtalque x € Q, y € Q.

Isto é uma relagao de equivaléncia e se z € @, Q € Q, entao [z] = Q. Existe
entao uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todas as relagoes
de equivaléncia em X e o conjunto de todas as partigoes de X. As parti¢oes
dao um método pratico de definir relagoes de equivaléncia. A particao que
corresponde a igualdade é Q@ = {{z} |z € X} e a partigdo da relagao total é
Q={X}.

Definicao 7.8 Se X ¢ um conjunto e ~ uma relacao de equivaléncia em X,
o conjunto de todas as classes de equivaléncia chama-se conjunto quociente
e denota-se por X /~.

Assim X /~= {[z]|x € X}, isto €, o conjunto quociente é o conjunto dos
membros da particao que corresponde a ~; € a particao mesma.

Definicao 7.9 A aplicacao X L X/~ que leva todo x na sua classe de
equivaléncia [x], ¢(x) = [x] chama-se aplica¢do canodnica.

A aplicacao canonica é sobrejetora.

Note que qualquer sobrejecao X Ly pode ser considerada como aplica ao
canonica. Defina em X a seguinte relagao de equivaléncia: = ~ 2’ & f(z) =
f(2"). A partigao que corresponde aisto ¢ @ = {f~1({y}) |y € Y}, logo X /~,
que é igual a Q, estd numa correspondéncia biunivoca com Y : [z] «» f(z).
Numa classe de equivaléncia entao nés recolhemos todos os pontos onde f

tem o mesmo valor. A aplicacao f entao é uma composigao X %X [~ ELY Y,
f = foo¢onde ¢ é a aplicagao candnica e fo uma bijecao fo([z]) = f(z).
Agora para qualquer aplicacao X i) Y podemos primeiro escrever X i>
Im(f) <» Y e depois X 4 X/N& Im(f) <» Y entdo toda aplicacao ¢
composi ao de uma aplicagao canonica, uma bije¢ao, e uma inclusao.
Note que um subconjunto S C X é saturado em relagao a uma aplicacao

canonica ¢ : X — X/~ se e somente se ele é reunido de classes de equivaléncia
de ~.
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Considere agora um espaco topolégico (X, 7T) e seja ~ uma relacao de
equivaléncia em X e ¢ : X — X/~ a aplicagdo canonica.

Definigao 7.10 A topologia quociente em X/~ ¢é a topologia final respeito
a aplicacao canonica ¢.

Um subconjunto U C X/~ entdo é aberto na topologia quociente se e
somente se ¢~ 1(U) é aberto em X.

Nota que isso nao significa que a imagem de um aberto em X é um
aberto em X/~; se G C X é aberto ¢(G) é aberto em X/~ se e somente
se 971 (¢(G)) é aberto em X e como este conjunto geralmente nao ¢ igual a
G nao podemos afirmar que ele é aberto, e em geral nao é. Para entender
melhor essas topologias consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 7.1 Seja X = [0,1] (na topologia induzida de R);
0 1 Agora identificamos 0 e 1 pensamos neles como sendo equiva-

lentes. Isso quer dizer que passamos a relagao de equivaléncia gerada pela
relacdo que relaciona s6 0 e 1. FEscreveremos 0 ~ 1 quando fazemos essa
construcao. Nessa relacao de equivaléncia, O ~ 1 e todos os pontos r €
(0,1) sao equivalentes sé a si mesmos. A particio que corresponde a isso, €
{{0,1}, {{r}|r € (0,1)}}; isso € [0] ={0,1} = [1]; [r] = {r}, r € (0,1). Se

olharmos para as sequintes deformacoes

01 0~1

0 1

— A
podemos pensar que [0.1]/ ~ ~ S'. Isso de fato é verdade. Considere a
sequinte sobrejecao [0, 1] Lstec definido por f(x) = €™ Essa aplica¢do
pode ser fatorizada [0, 1] EA [0, 1]/~E> St onde reparamos que a relagcio ~
¢ exatamente aquela gerada pela identificagio 0 ~ 1 pois f(x) = f(y) se e
somente se x =y ou x,y € {0,1}; f € injetor em (0,1). Mostramos que fy €
um homeomorfismo entre S* [0,1]/~ com a topologia quociente. Obviamente
fo € bijetora. Seja agora U C S* um aberto e considere fy'(U) C [0,1]/~,
este ¢ aberto na topologia quociente pois ¢~ (f3 ) (U) = f~Y(U) e como f

¢ continua esse conguntoé aberto em [0,1] e dai é aberto em [0,1]/~ pela
definicdo da topologia quociente. Entdo fy é continua. Para mostrar fy*
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continua temos que mostrar que para todo aberto W C [0,1]/~, (f31)"H(W)
¢ aberto em S' mas esse conjunto é fo(W); precisamos assim mostrar que
fo leva abertos em abertos. Para isso basta mostrar que fy leva uma base de
vizinhancas abertas de [x] em abertos. Agora parar € (0,1) temos ¢~ 1([r]) =
r e uma base de vizinhdgas saturadas de r € dada por V. = (r — €,7 + €),
€ suficientemente pequeno. Logo os conjuntos ¢(V.) = {[s]|s € (r —e,r +
€)}, € suficientemente pequeno é uma base de vizinhangas de [r] na topologia
quociente. Para [0] = [1] temos ¢~1([0]) = [0, 1] e uma base de vizinhancas
saturadas de {0,1} € dada por W, = [0,¢) U (1 — €, 1], € suficientemente
pequeno. Logo uma base de vizinhanca de [0] na topologia quociente é dada
por ¢(W,), € suficientemente pequeno. Agora fo(¢p(V.)) = f(V.) = {e*™® | x €
(r—e,r+e€)} € um arco aberto do circulo, logoé aberto, e fo(p(W,)) = f(W,) =
{2 |z € [0,¢) N (1 — ¢,1]} também é um arco aberto do circulo e logo é
aberto. Assim fo leva abertos em abertos e € assim um homeomorfismo.

o (0(Ve)
«
fo (Ix]) m / £ (0(W, )
W :

No mesmo espirito identificamos outros espagos quocientes.

Exemplo 7.2

(a) O cilindro {z* + y* = 1]|z| < 1} € o espago quociente de um
quadrado {(z,y) |0 < x < 1,0 <y < 1} pela relagio de equivaléncia
Yy

0y)e «—> ¢(Ly)

©0.y)~(Ly)

Intuitivamente é assim:
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e as imagens inversas de vizinhancas no cilindro sao assim:

) '

o que identifica a topologia usual no cilindro como a topologia final
respeito as identificacoes no quadrado.

N

(b) O toro bidimensional T? é obtido identificando as duas bocas do
cilindro na maneira desenhada:

~—- .

em termos do quadrado original isso corresponde a acrescentar as iden-
tificagoes (x,0) ~ (z,1) as anteriores:
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(x.1)

(O’Y)N(l’Y)
0y) t (Ly)

(x,0)~(x,1)

(XZO)

Note que o toro pode ser alcancado ou diretamente fazendo as iden-
tificagoes no quadrado acima, ou em duas etapas, primeiro identifi-
cando pontos no quadrado para obter um cilindro e depois identificando
ponto no cilindro. FEsta é uma propriedade geral que mostraremos
depois.

(¢) A faixa de M

¢ obtida a partir de uma outra identificacao de pontos num quadrado.

Considere os sequintes desenhos:
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antes

= G ==

Esses sugerem q

0,y)4

(0,y)~(1,1-y)

P (1,1-y)

e de fato a faixa de Mobius como espago topoldgico € definido assim.

(d) A garrafa de Klein € obtida identificando as bocas de um cilindro
numa maneira diferente. (A superficie no desenho se intercepta pois
ndo € possivel mergulhar a garrafa de Klein em R?).

Em termos do quadrado original este espaco € obtido pelas identi-
ficagées (x,0) ~ (z,1) e (0,y) ~ (1,1 —y), isto é:
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0.y)~(1,1-y)

(x,0)~(x,1)

(e) O plano projetivo P* ¢ obtido por wma identificacio de pontos num
disco fechado.

Identificamos todo ponto ma circunferéncia do disco com seu ponto
antipodo. O mesmo espaco pode ser obtido identificando pontos antipodos
numa esfera S?.

N

Para ver que este espaco é o mesmo P? considere o disco equatorial
dentro da esfera.
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Para qualquer par de pontos antipodos que nao estdo na circunferéncia
deste disco projete o ponto do hemisfério superior no disco; isto dd um
tinico ponto no disco que representa o par de pontos em SZ.

Para pares na circunferéncia deste disco temos que ficar com ambos os
pontos sem esquecer da sua identificacdo. Isto dd um homeomorfismo
entre os dois espagos quocientes.

O plano projetivo pode tamb6m ser representado (mas ndo mergulhado)
como uma superficie com auto-intersecao em R®. Mergulhe o disco em
R? como no desenho:

N

Agora cole AD no R(T e ACY an RD (aanui dene haner uman nuto-intergegdo)_

Isto da a sequ
CETXTTS —
L=y
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A parte entre as secoc™ Tt A - D= it que se intercepta

A garrafa de Klein e o plano projetivo sao espacos possui uma propriedade
que os distingue de espacos como a esfera e o toro.
A esfera e o toro sao orientaveis e a garrafa de Klein e o plano projetivo

nao o sio. Considere um espaco localmente R? (como sao todos os quatro
aqui considerados) e um péssaro que mora nele e que nés

consideramos como um espago com topologia
induzida. O passaro estd apaixonado pela sua
imagem no espelho, é o seu ideal.

OOO {

Ele esta sempre tentando se transformar na sua imagem mas como ele é um
bicho topolégico ele sé pode se deformar continuamente e andar continua-
mente pelo espaco ficando sempre homeomorfo a sua forma original.
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oL LD

Na esrera e no toro o passaro nunca pode realizar sua ambigao. Pode andar
e se transformar quanto quiser mas nunca pode se transformar na sua image.
Na garrafa de Klein e no plano projetivo ele é feliz pois dando uma volta ele
se transforma na sua imagem querida.

O]
S e OO

Se o espaco fisico fosse nao orientavel, um viajante poderia voltar com
seu coragao no lado direito do corpo. Mais ainda pior, ele vai morrer de fome
pois todas as moléculas do seu corpo sao transformadas nas suas imagens
num espelho, e como seu metabolismo usa catalizadores organicos, cuja acao
depende muito das formas geométricas das moléculas, ele nao pode mais
metabolizar a comida. Isso é nosso ponto de vista, mas segundo ele, ele
nunca sofreu alteracao descontinua alguma, ele voltou a um mundo etranho
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onde todo mundo dirige no lado errado da rua, a comida é insuportavel, e
os coragoes de pessoas ficam num lugar errado. Sente que esquerda e direita
ficaram o que eles sempre eram, e sé que todos os seus amigos mudaram de
idéia a respeito disso.

Podemos pelo menos intuitivamente entender porque a garrafa de Klein
e o plano projetivo ndo podem ser mergulhados em R*. Esses espacos (lo-
calmente Rz) sO tem por assim dizer um lado. Mas uma superficie fechada
em R? divide o espaco em duas partes, a que estd dentro e a que esta fora
a assim deve ter dois lados. Um conjunto bidimensional em R* porém nao
pode dividir o espago em duas partes (do mesmo jeito que uma curva nao
divide R*) e um mergulho agora de fato torna-se possivel.

Antes de dar outros exemplos de topologias quocientes, mostremos uma
propriedade importantissima da topologia final.

Teorema 7.3 (Propriedade Universal) — Seja (X, Tx) um espago topoldgico,
Y um conjunto f: X —Y uma aplicagao e seja f(Tx) a topoJogia final em
Y respeito a f. Seja (Z,Tz) um espago topoldgico qualquer.

Dado uma aplicacdo continua g : X — Z suponha que g pode ser fator-
izado como aplicacdo (isto é sem requerer continuidade) através f; g = go f

Q>.'..

entdo g € continua.

Demonstragdo: Seja U C Z aberto, precisamos mostrar que g~ *(U) é
aberto em Y, mas como Y tem topologia final este é aberto se e somente se
4G (U) ¢ aberto em X mas f~*(g~"(U)) = ¢ *(U) e como g é continua
este é aberto. <

Observagao: Como g = go f o valor de g fora da imagem de f é ar-
bitrario; defina g em Y \ Im(f) como quiser. Para poder definir g em f(X)
¢ necessario e suficiente que se tenha: f(x;) = f(x2) = g(x1) = g(x9)
e dado isto defina g(y) = g(x) onde y € f(X) ey = f(z). A condi¢ao
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f(x1) = f(za) = g(x1) = g(x9) significa que a relacao de equivaléncla em
X definida por g é maior que a definida por f. No caso particular de f
sendo uma aplica¢ao candnica ¢ : X — X/~ a existéncia de g é equivalente
a g ser constante nas classes de equivaléncia em X; g tem que dar o mesmo
valor a dois elementos equivalentes para poder definir g por §([z]) = g(z). A
propriedade universal diz que para definir uma funcao continua num espago
quociente X/~ basta definir uma func¢ao continua no espago “desdobrado” X
com a condi¢ao agora puramente algébrica que essa funcio da o mesmo valor
a pontos equivalentes; nao precisamos introduzir novas consideragoes de con-
tinuidade. Como veremos a topologia final é a inica com esta propriedade
universal.

Uma instancia ja familiar desta propriedade universal é o método de dar
uma funcio continua no circulo S' dando em vez uma funcao f continua em
[0,1] com f(0) = f(1).

Para a garrafa de Klein, podemos definir uma funcio continua dando uma
funcao continua em [0, 1] x [0.1] que satisfaz f(z,0) = f(z,1) e f(0,y) =
f(1,1 —y). Por exemplo as seguintes quatro funcdes fi(z,y) = (z — 1/2)?,
fo(z,y) =y(1—y), fs(x,y) =sen2n(x+y—1), f1 = sen2nw(x—y+1). Pode-
se mostrar que considerando esses quatro como componentes de uma fungao
para R4a (ZL’, y) = (fl(x> y)> f2($a y)a fg(l', y)> f4(l’, y)) da um mergulho da
garrafa de Klein em R*. Similarmente se pensarmos no plano projetivo como
sendo o disco {z?+y? < 1} com pontos antipodos no perimetro identificados
para definir uma funcao continua nele, s precisamos de uma fungao continua
f mno disco tal que f(z,y) = f(—z,—y) quando 2% + y?> = 1. Notemos as
vantagens da propriedade universal. Suponhamos que s6 temos a garrafa
de Klein mergulhada em R*; como saberemos depois, esse subconjunto de
R* deve ser fechado, e toda funcdo continua nele para R é uma restricao de
uma funcéo continua em R?, mas assim temos que trabalhar com funcées de
quatro variaveis, a propredade universal nos permite trabalhar com funcoes
de somente duas variaveis com certas restrigoes de tipo algébrico.

A propriedade universal caracteriza a topologa final.

Teorema 7.4 Suponha que uma aplicagao continua f : (X, Tx) — (Y, Ty)
satisfaga a propriedade universal, (isto é: dado g : (X, Tx) — (Z,7Tz)
continua; se g = go f, g uma aplicagcao Y — Z, entdo § € continua) entao
Ty € a topologia final respeito a [ : Ty = f(Tx)

Demonstracao: Considere o espaco (Y, f(7Tx)) isto ¢ Y com a topologia final.
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A aplicagao f(X,Tx) — (Y, f(Tx)) é continua por definicio da topologia
final.

(X, Tx) Lo (v, £(730)
f ' idy = identdade
idy Y Y
(Y, 7;/) idy (y) =Yy

mostra que idy : (Y, Ty) — (Y, f(7Tx)) é continua pela propriedade universal,
mas entdo f(Tx) < Ty (U € f(Tx) = id " (U) = U € Ty) e como f(Tx)
¢ a mais forte topologia com f continua tem-se também 7y < f(7Tx) entao
Ty = f(Tx). ¢

O seguinte coroldrio da uma técnica para identificar espagos quocientes.

Corolario 7.1 Seja (X, T) um espago topoldgico e ~ uma relagao de equivaléncia
em X. Suponha que temos uma sobrejecao f : X — Y continua, e que a
relagdo de equivaléncia definida em X por f é exatamente ~ (isto é: f(x) =
f(@') & x ~ 2'). Se a topologia em Y ¢é a topologia final f(T) entio

Y >~ X/~

Demonstracdo: As hipéteses implicam na existéncia de uma bijecdo h no
seguinte diagrama:

X

¢
X/~

Use a propriedade universal tanto de X EN y quanto de X % x / ~ para
concluir que h é bicontinuo. <

Assim podemos simplificar muito o trabalho do Exemplo [Z.1] mostrando
simplesmente que a topologia usual em S* é a topologia final respeito a f 14
definido.

Mostramos detalhadamente o uso deste corolario.
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Exemplo 7.3 Considere o disco D = {x* + y* < 1} e o subconjunto A =
{z? +y? < 1/2}. Introduza agora a relagio de equivaléncia que identifica
todos os pontos de A. Isto é a ~ a' para todo a,a’ € A.

O congunto quociente D/~ (também escrito D//A) € o resultado do colapso
de A a um ponto. Pensando de D como se fosse feito de borracha e contraindo
A a um ponto esperamos que D/~ D. Isto € de fato verdade; introduza
a sobreje¢io D % D dado por f(xz) = p(||z|)z onde p : [0,1] — [0,1] € a
funcao com o grdfico

0 12 1

Entao f empurra os pontos na direcao da origem. f € sobrejetora e a relagao
de equivaléncia que ele define é a dada. Os sequintes desenhos mostram que
a topologia usual em D € a topologia final pelo f logo D/~~ D.

Imagens inversas de vizinhangas usuais de y dao bases para vizinhanc¢as sat-
uradas de f~*({y}). A operacio da saturagdo é:

s_[5 SNA=0
Tl SUA SNA#D
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Exemplo 7.4 Considere o mesmo disco D mas agora seja A = {x* +y? <
1/2} um disco aberto. Mostraremos que D/ /A € o espago feito do anel {1/2 <
22 +y* < 1} mais a origem {0} porém com uma topologia estranha. Seja
entao Y = {1/2 < 2*+y? < 1}U{0} com as sequintes bases de vizinhancas.

%
No anel semi-aberto {1/2 < 2* + y* < 1} todos os pontos tem bases

usuais; o ponto {0} € aberto; um ponto no circulo {z* +y* = 1/2} tem como
base as sequintes vizinhangas: vizinhanga usual U{0}. Essa topologia ndo é

Hausdorff. Introduzindo a sobrejecio D Ly (identidade no anel e todo
A wai a origem) vemos que a operacdo da satura¢Go € a mesma como no

Exemplo [T Arriee oo mode mmccdons coin o domnlonin dobivide om Y € q
topologia fi

Uma outra guinte fato
intuitivo: & "éncias.
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Agora as colagens sao feitas com identificagoes (relagdes de equivaléncia) mas
o que seria pegar dois discos, isto é, duas cépias do mesmo disco? Queremos
definir a reuniao disjunta de dois conjuntos X, Y. A reunidao usual X UY
nao € boa pois X e Y podem ter pontos em comum e nés queremos mante-los
separados. Por exemplo [0, 1]U[0, 1] = [0, 1] mas o que queremos é pegar duas
copias separadas de [0, 1] e reuni-las sem fazé-las coincidir. Mais geralmente
seja X, uma familia qualquer de conjuntas, queremos reuni-la disjuntamente
sem fazer coincidir pontos nos X, com indices diferentes embora que os
conjuntos possam ter pontos em comum. Pense assim: se pudermos colorir
os pontos de cada X, com uma cor diferente para indces diferentes entao
nao vamos confundir pontos de cores direrentes. Na matematica nao temos
cores mas considere o conjunto {a} x X, isto é um conjunto de pares («a, x),
r € X, onde o primeiro membro é o mesmo para todo par. Pense em «
como a cor de z em X,. Para a # 8 os conjuntos {a} x X, e {#} x Xz s@o
diferentes pois (o, z) = (B,y) & a = f ez =y E como {a} x X, é numa
correspondéncia biunivoca com X, (a,x) > z, podemos agora formam a
reuniao |J, .4 {a} x X, que agora é disjunta e corresponde a nossa intuigao
de reunir disjuntamente.

Definicao 7.11 Dado uma familia X,, o € A de conjuntos, a reuniao
Upeala} x X, chama-se reunido disjunta ou coproduto da familia, e denota-
se por [ [ ea Xa- As aplicagoes ig : Xg — [[,c4 Xa definidas por ig(z) =
(6, x) chamam-se injegdes canonicas.

A reuniao disjunta denota-se também por \/ ., X, e as vezes por abuso
de linguagem como uma reuniao usual |J_ _, X, deixando ao contexto ex-
plicitar o sentido correto da notacao.

a€A

Agora sejam (X, T,) uma familia de espagos topolégicos. Introduzimos
uma topologia em [] X, dizendo que uma base de vizinhangas de (f3,z) €
[] X, é dado por conjuntos de tipo {8} x V onde V pertence a uma base
de vizinhancas de z em X3 Em outras palavras se nés esquecermos do indice
[, todo ponto fica com sua base usual de vizinhancas, a presenca dos outros
componentes em [[ X, ndo modifica a topologia em cada X,:
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e DORED
X1 X2 X3 X

4

Um aberto em [[ X, entao e de forma [] O, onde cada O, é um aberto em
X,.

Defini¢ao 7.12 O espaco [[ X com a topologia acima construida chama-se
soma topoldgica ou coproduto dos espacgos topologicos X,; a topologia assim
introduzida denota-se por [ Ta-

Voltamos a nossa construcao da esfera. Seja D = {z?+y? < 1} um disco
e considere agora D [[ D = {1} x DU{2} x D coproduto da familia X, X»;
onde X; = D = X,. Introduza as equivaléncias (1, (x,y)) ~ (2, (z,y)) se
2% 4+ y? = 1, isto é, cole os pontos correspondentes dos perimetros. Tem-se
D[] D/~~ 5%

Entao para colar uma familia de espagos topoldgicos (X, T,) primeiro
passe ao coproduto [ X,, identifique os pontos a serem colados e passa ao
espago quociente respeito a essas identificagoes.

A forma mais usada dessa construcao é a seguinte.

Dado (X, T) espago topoldgico, S C X um subconjunto e f : S — Y
aplicagao para outro espaco topolégico Y. O espaco X Uy Y ¢é definido como
X colado a Y pela funcdo f, isto é colex € Se f(x) € Y. Assimem X [[Y
identificamos (1, ) com (2, f(z)), = € S e passamos ao espago quociente.

Por exemplo seja D o nosso disco, S C D a circunferéncia e seja f : .S — D
a inclusao entao D Uy D ~ S?. Da mesma maneira seja X = [0,1], S =
[1/4,3/4] e Y =]0,1] com f : [1/4,3/4] — [0,1] sendo a inclusdo f(x) = z.
Entao X Ny Y é um espago homeomorfo a letra “H”.
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H-[-F

Finalmente o nosso espago estranho RU{Q} pode ser visto como (—1,1)UsR
para um f particular. De fato seja X = (—1,1), S = (=1,0)U(0,1) e Y =R.
Defina f como no desenho e cole: RU{Q} = (—-1,1) Uy R.

~(-1,1)> S

¢ ¥ ) X
x»—>x/ \Hx+1 f
( Y ( \ Y R
\ _/1 1\ ]




Capitulo 8

Espacos e topologias produto

Considere primeiro o produto cartesiano de dois conjuntos X x Y desenhado
assim:

*(xy)

X

Isto é, como conjunto de pares (z,y). Temos duas projegoes canonicas 7y,
my onde my : X X Y — X é definido por mx(z,y) =z emy : X XY =Y é
definido por 7y (z,y) = y, sdo proje¢des na primeira e segunda componente.
Se S C X, 7' (9) seria desenhado como ma faixa vertical:

n, (S)

SN X

ese T CY, m, (T) seria desenhado como uma faixa horizontal:

119
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topologias produto

iy (T)

0 conjunto 73! (S) N7y (T) teria o desenho:

Agora pense em X X Y como sendo o conjunto de todas as aplicagoes
{1,2} - X UY taisque f(1l) e X e f(2) €Y.

f(1)

f2)

A correspondéncia entre os dois pontos de vista é (z,y) <> f onde f(1) =z,

f(2)=y.

Agora mx f = f(1), 7y f = £(2). O conjunto 75"(S) entdo consiste de
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12)
(1)

e
~

todas as aplicagoes f tais que f(1) € S, em outras palavras sao todas as
aplicag es tais que f(1) passa pela janela S no conjunto X. Da mesma

maneira 7r{/1(T ) consiste de todas as aplicagoes que passam pela janela 7' em
Y.

f2)

f(1) \T

i 2
O conjunto 73'(S) N 7y (T) entdo corresponde a colocagio de ambas as

janelas.

Aplicamos a mesma idéia a uma familia qualquer de conjuntos X,, a € A.
Considere todas X,.

— X
— Jfo=x,
N~
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Em vez de escrever f(«) é usua| escrever x, pensando na aplicagdo f como
um ponto x com componentes z, = f(«), como uma familia de pontos. Isto
¢ a generalizagao da pratica usual de pensar em X; x X5 corno um conjunto
de pares (z1,x2) em vez de aplicagoes f : {1,2} — X; U X, com f(1) = 2,

Definicao 8.1 O conjunto de todas as familias x., o € A, x, € X, chama-
se produto da familia x,, o € A de conguntos, e denota-se por [], ., Xa-
As aplicagoes mg : [[,ea Xoa — Xp definidas por mg(x) = x5 chamam-se
projecoes canonicas.

O produto denota-se também por X,ca X,

Agora seja (X4, 7o), @ € A uma f’amilia de espagos topolégicos. Vamos
introduzir uma topologia em [ X,,, a assim chamada topologia produto. Para
motivar essa topologia considere R?. Em R? uma base para a topologia usual
¢ dada por retangulos

mas estes sao intersec” " Hntais:
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isto 6, da forma 7;(V;) N my ' (Va) onde m e m Sdo as duas projecdes
canonicas

Z )

e V) e V5 sao abertos em R. Em outras palavras os conjuntos do tipo W;I(Vi),
1 =1,2 e V; aberto em R formam uma sub-base para a topologia usual.

Definigao 8.2 Seja (X, T.) uma familia de espagos topoldgicos e considere
em [[ Xo a topologia gerada pelos conjuntos de tipo ' (V,) onde V,, € T,.
FEsta topologia chama-se topologia produto e denota-se por [] Ta.

Um elemento da base de [] 7, seria da forma
B=7'(Va,) N7} (Vay) NN (Vi)

Para entender esse conjunto lembremos que considerando [] X, como con-
junto de aplicacoes, 7 1(S) corresponde a colocacao de uma janela S em X,,.
Entao B corresponde exatamente ao conjunto de aplicagoes que passam pelas
janelas V,,,,..., V,, em X,,,..., X,,

X
X(x / OLn
N \’/
S
’\ feB

A
/\‘/“_\—/ g¢B
Vv

N

)
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Reconhcecmos aqui uma construgao ja feita (veja Exemplo [5.5]). De fato
RY = [« R (produto de R, X vezes) e a topologia fraca é de fato a topologia
produto.

Teorema 8.1 A topologia produto [[ T, € a topologia mais fraca que faz
todas as projecoes m, continuas.

Demonstracao: Qualquer topologia T que faz todas as m, continuas
tem que conter os conjuntos 7, *(V,,) onde V,, € T,; entdo tem que conter a
lopologia gerada por esses conjuntos mas esta é a topologia produto.

Em outras palavras a lopologia produto é a topologia inicial respeito a
familia de aplicagoes 7.

Teorema 8.2 (Propriedade universal) Seja (X,,7,) uma familia de espagos
topoldgicos e (Z,T) um outro espago topolégico. Sejam fo : Z — X, uma
familia de aplicagoes continuas. Defina a aplica¢io f =[] fo: Z — [] Xa-
dada por f(z) = (fa(2)) isto € a a-ésima componente de f é fo : f(2)a =
fa(2). Conclusdo: f € continua.

Demonstragdo: Basta mostrar que f~!(B) é aberto para todo elemento
B=n'(Vo,) N7y} (Va,) M- - N 1(Ve,,,) da base da topologia produto. Mas
f7HUB) = f3 (Vo) N0 fi1(Va,) € este é aberto pois toda f, é continua.
<

Para entender a aplicacao f, melhor considere o caso A = {1,2} f, : Z —
R entdof = [[ fa: Z — R* é dado por f(2) = (fi(2), f2(z)). Consideramos
duas funcoes fi, fo para R como sendo componentes de uma sé fungao para
R%. Assim uma familia de aplicacoes pode ser considerada como sendo com-
ponentes de uma s6 aplicagao para o produto. Nessa passagem nao perdemos
conlinuidade e isto é conteudo da propriedade universal.

Corolario 8.1 Uma aplicagao f : Z — [[Xa de um espaco topolégico
para um produto com topologia produto é continua se e somente e todas
as sua componentes o o f 1 Z — [[ Xg = Xa sao continuas.

Demonstracao:

(=) Obvio pois 7, o f ¢ composica de fungdes continuas.
(<) Evidentemente f = [[7, o f. Use a propriedade universal.

As projecoes canonicas m, gozam de uma propriedade ttil.



Espacos e topologias produto 125

Definicao 8.3 Uma aplicagao f : X — Y entre dois espagos topologicos
chama-se aberto se ela leva abertos em abertos: U € Tx = f(U) € 7T,

Por exemplo todo homeomorfismo é aberto. Ser aberto nao implica ser
continuo; por exemplo Ty pode ser discreta entao todo f é aberto mas nao
necessariamente continua. Uma aplicagao continua pode nao ser aberta:

f:[0,1] — S z + €™ é continua mas leva [0,1/2) — O que nao é

aberto em S'.

Teorema 8.3 Na topologia produto toda aplicagcdo 7, € aberta.

Demonstragao: Como f(US,) = Uf(S,) para qualquer aplicacao e familia
de conjuntos basta mostrar que m.,(B) é aberto para qualquer elemento B =
Tt (Vo) N+~ N 1 (V,,) da base da topologia produto. Mas

a1

_ X’Y fyg{a17"'7an}
m(B) = { Voi 7=

e estes sao abertos. <

Por mais simples que a férmula acima possa aparerer ela esconde uma su-
posicao. Para mostrar 7,(B) = X,, v € {o,...,a,} escolhe um
z, € X, escolhe z,, € V,, e escolhe 3 € Xz arbitrariamente para 8 # 7,
B # ;. Entao para essa familia © = (x) assim definido 7, (z) = . Que to-
das essas escolhas sao possiveis é o contetdo do axioma de escolha. o axioma
da escolha diz que se para todo a, X, # 0, entao [[ . X # 0.

Para entender melhor os abertos em [] X, considere um conjunto finito
F C A Um elemento da hase Nycpm;'(V;) é também o conjunto
[Loer Vo X ITaear Xa

Uma reuniao de conjuntos deste tipo seria da forma O x [] . A\F X, onde
O é um aberto no produto finito nye »X5. Um conjunto deste tipo chama-
se cilindro com base Q. Cilindros com bases abertas em subprodutos finitos
formam assim uma base para a topologia produto, cada aberto contém um
destes, e assim se G € [[ 7, entao m3(G) = Xz para todo exceto um nimero
finito de indices 3.

aca
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IT X

o eA\F

Um produto de abertos [[V, é um aberto entao se e somente se V,, = X,
para todos exceto um nimero finito de indices.

Exemplo 8.1 Damos alguns exemplos de topologia produto:

(a) R*=RxR, R*=RxRxR, R" =[] R A topologia usual coincide

com a topologia produto.

(b) S x St € o toro T?

95

(c) St x St x St é o toro tri-dimensional T3. Este espago
¢ obtido identificando pontos na superficie do cubo:
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Faga as identificagoes (0,y, z) ~ (1,y, 2), (x,0,2) ~ (2,1, 2), (x,y,0) ~
(:C’ y’ 1)'

As projegoes my, mo, w3 : T3 — St sdo m(x,y,2) = z, m(x,y,2) =y,
m3(x,y,2) = z onde na imagem identificamos 0 e 1.
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Capitulo 9

Convergéncias topologicas;
Redes e Filtros

J& vimos topologias onde os conceitos da continuidade nao sao bem trata-
dos por meio de convergéncia de sequéncias. Sempre temos a implicacao f
continua = (x, — =z = f(x,) — f(z)) mas a volta é geralmente falsa e ja
demos contra-exemplos. Para estabelecer uma simetria entre os conceitos de
continuidade e convergéncia precisamos ampliar o conceito de uma sequéncia.

Definigao 9.1 Seja A um conjunto parcialmente ordenado, dizemos que A
¢ um conjunto dirigido ou filtrado ou filtrante se ele satisfaz: para todo
a,fB € A existeum vy € A tal quey>a ey >pf

Exemplo 9.1
(a) N={1,2,3,...} o conjunto de nimeros naturais com a ordem nat-
ural.
nmeN=n+m>nn+m>men+mecN

Qualquer subconjunto de N, como {1,2,...,k} é dirigido também.

(b) P(X) com a ordem da inclusio
A BeP(X)=AUBDA AUBDB e AUB € P(X).

(¢) O conjunto de subconjuntos finitos F' de um conjunto X. A ordem
¢ a da inclusio.

Fl,Fg ﬁm’tos = FiUF, ﬁmto e F1UFy, D Fl, FiLUF D F

129



130 Convergéncias topologicas; Redes e Filtros

(d) Seja (X, T) um espago topoldgico e x € X. Seja V, o sistema de
vizinhangas de x. Introduzimos a ordem V< W em V, porV < W &
W c V. A ordem aqui € oposta aquela da inclusao. Se V.W € V),
entao VW eV, eVNW>V, VW >W.

(e) A reta R com a ordem usual x,y € R = |z|+ |y| > =z, |z| + |y| >y
elr|+ ]yl eR

(f) Sejam A e B dois conjuntos dirigidos. Define a ordem em A X B
por (o, 5) > (¢, 3') @ a>ad e > [. Com esta ordem A x B é
um conjunto dirigido. A mesma construcao € vlida para um produto
qualquer de conjuntos dirigidos.

Observe que se A é um conjunto ordenado onde para qualquer par «, 5 €
A, sup(a, B) existe entao A é dirigido, mas ser dirigido é mais fraco do que
isto, pois s6 queremos que para todo par existe uma cota superior.

Definicao 9.2 Uma rede num conjunto X é uma aplicagao f : A — X de
um conjunto dirigido A para X. Em vez de escrever f(«) escrevemos x, mas
nao confunda essa familia (xy)aca com um elemento de [ X, embora que
se possa identificd-las assim; aqui persequimos outra idéia.

No caso de A = N uma rede entao é uma sequéncia z, em X. Redes
generalizam sequéncias.

Definicao 9.3 Se A ¢ um conjunto dirigido e P, € uma ramilia de pro-
priedades dizemos que eventualmente P, se ewiste um ag € A tal que para
a > «ap, P, € verdadeiro. Isto € a partir e um certo elemento ag € A a
propriedade P, € verdadeiro. Dizemoh que frequentemente P, se dado um
B € A qualquer existe um v > B tal que P, € verdadeiro. Isto é depois de
qualquer elemento existe um elemento para o qual P, ¢ verdadeiro.

Definigao 9.4 Seja (X, T) um espago topolégico e x, uma rede em X . Dize-
mos que x, converge para r € X e escrevemos x, — T se eventualmente x,
entra qualquer vizinhaca de x. Isto € dada uma vizinhanca V' qualquer, even-
tualmente x, € F. FEscreva-se x = limyec Zq.

Se A = N isso reproduz a noc¢ao de uma sequéncia convergente. Damos
outros exemplos
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Exemplo 9.2 Seja f : 0,1] — R uma funcgio continua. A integral de Rie-
mann folf(a:) dx € definido como limite de somas de Riemann Sp(f) =
S f@) (i —x;) onde F = {xg, 21, .. 20}, 0 =20 <2, < -+ < 2 = 1
é uma partigao de [0, 1].

0

Xy X1

Na definicao usual escolhemos uma sequéncia Fj de particoes tais que
w(Fy) = max |x; — ;| — 0 e definimos fol f(z)dx como sendo im Sg, (f).
Note agora que as particoes formam um conjunto dirigido pela ordem da
inclusao. Dado um € > 0 existe uma particio Fy tal que p(Fy) < €, entao
para G D Fy, i(G) < € vemos que como rede de ntumeros pu(F) — 0. Disto
seque que também como rede de numeros Sp(f) — folf(x) dx. Podemos
entao definir a integral de Riemann por folf(x) dr = limp Sp(f) sem se
preocupar com os nimeros ju(F).

Para entender melhor as idéias que entram no conceito de uma rede
mostraremodsprimeiro o seguinte teorema.

Teorema 9.1 Um espaco topoldgico (X,T) é Hausdordd se e somente se
To = X, Lo = Y= x=1y. Em outras palavras um espaco é Hausdorff se e
somente se o limite de uma rede, quando existir, € unico.

Demonstracao:

(=) Suponha (X, T) Hausdorll e x, — = e x, — y mas = # y. Existem
duas vizinhangas V, e V;, de x e y respectivamente tais que V, NV, = ). Por
definicao da convergéncia existem indices ag, o tais que a > ag = x, € V,,
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ea > = x, €V, mas como A ¢é dirigido existe § > ag, f > ay, entao
x5 € Vy, xg € V, ou seja xg € V, NV, = 0 que é imposivel.

(<) Suponha agora que os limites de redes sdo tinicos quando existirem.
Sejam x,y € X, x # y e suponha que toda vizinhanga V' de x tem intersecao
nao vazia com toda vizinhanca W de y: VNW # 0 Seja xyw € VNW.
Agora zy tem como conjunto de indices V, x V,, que é dirigido por forca
do Exemplo (d) e (f). Mas zyw — = e xyw — y, uma contradigao. <

Isso talvez seja a melhor motivacao para espacos Hausdorff: é o contexto
topoldgico mais natural para estudo de convergencia.

Ja vimos exemplos em espacos nao Hausdorff de convergéncia a pontos
distintos. Eis um outro exemplo. Seja X = {1.2}}, T = {0, X, {1}} o espago
de Sierpinski. Agora qualquer conjunto com um ponto sé A = {x} é dirigido
(a ordem é x < x). Entdo podemos considerar 1 € X como z, = 1, isto é
uma rede. Pontos sozinhos entao sao redes. Em nosso espaco entao tém-se
1 — 2, mas 2 /4 1. Naturalmente 1 — 1 e 2 — 2. Agora por definicao da
convergéncia x — y <> y € {r} (fecho do conjunto {z}. Como um espaco ¢é
Ty & {z} = {z} para todo z vemos que um espago é Ty & x — y =z =1y.
Em espacos T; entao pontos nao podem convergir para outros pontos. O
espaco de Sierpinski entao nao é T,

Notemos como o teorema acima usa a propriedade definitiva de um con-
junto dirigido (o, € A = 3v € A,y > a,7 > ). Com um conjunto
ordenado sem essa propriedade mesmo num espago Hausdorff o teorema nao
seria verdade. Por exemplo se A = N[N (duas copias de N) onde em toda
cOpia a ordem é usual e as duas copias sao incomparaveis, temos sempre a
possibilidade de definir duas sequéncias x(; ), T(2,m) que convergem a dois
pontos distintos

T(1n) — Ti, T(2m) — T2. Entao A corresponde a dois sistemas de con-
vergéncia agindo independentemente. A propriedade de ser dirigido entao
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significa que trabalhamos com um sistema sé que nao pode ser decomposto
em partes incomparaveis.

Mostraremos agora um teorema que estabelece a simetria requerida entre
continuidade e convergeéncia.

Teorema 9.2 Uma aplicacio f : X — Y entre dois espacos topoldgicos €
continua em xo € X < para toda rede x, — xo tem-se f(xy) — f(xg)

Demonstracao:

(=) Modificacao facil da demonstragao do Teorema [B.7]

(<) Suponha que z, — 9 = f(zs) = f(zo) mas f nao é continua
em 1g. Entdo existe uma vizinhanga V de f(z) tal que f~*(V) nao é uma
vizinhanga de xy. Entao para toda vizinhanga W de xo W \ f~3(V) # 0.
Seja zy € W\ f71(V) e entdo {zw } é uma rede e xy — xo mas f(zw) € V
e entdo f(xw) 4 f(xp), uma contradi¢ao.

Com redes podemos também afirmar uma forma simétrica do Teorema

3111

Teorema 9.3 Seja S C X wm subconjunto de um espago topoldgico, entao
r € S & existe uma rede s, — x em X.

Demonstracao:

(<) Suponha que x € S, entdo para toda vizinhanga V' de x tem-se
VNS +#0D, seja sy € VNS, logo sy € S e sy — x.

(=) Suponha que s, — x entdo se V' é uma vizinhanga de = eventual-
mente S, € V e como s, € S tem-se VNS # () logo z € S. &

Introduzimos agora certos conceitos tteis no estudo de convergeéncia em-
bora que neste livro nao usaremos muito deles.

Defini¢ao 9.5 Seja x, uma rede num espago topoldgico (X, T). Dizemos
que x € X € um ponto de acumulacao de x, < para toda vizinhanca V de
x, frequentemente z, € V.

Assim a rede pode sair da vizinhanca, mas se sair, sempre volta nela para
um indice maior.

Definigao 9.6 Um subconjunto C' C A de um conjunto parcialmente orde-
nado chama-se cofinal se para qualquer o« € A emiste um v € C tal que
v > .
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Um conjunto cofinal de um conjunto dirgido é sempre dirigido pois dado
1,72 € C, da € A,a > v, a > 7 mas entao existe um v € C, v > « e logo
v > 7,7 > 2. Dado uma rede (z,)aca podemos entdo considerar a rede
(y)~ec. Evidentemente se limyes z, = 2 entdo lim,ec z, = .

Generalizamos um pouco o conceito de subconjunto cofinal.

Definicao 9.7 Sejam A e B dois conjuntos parcialmente ordenados e ¢ :
B — A uma aplicagao. Dizemos que ¢ € cofinal se se para todo o € A existe
um By € B tal que 8 > By = ¢(B) > a.

Vemos que C' C A é cofinal se e ,somente se a inclusao i : C — A é
cofinal.

Note que no caso A e B serem dirigidos, ¢ : B — A é cofinal se e somente
se ¢(B) eventualmente ultrapassa qualquer a € A.

Definicao 9.8 Seja x,,a € A uma rede em X, uma subrede de z, € uma
rede B — Typ) onde ¢ : B — A é uma aplicagao cofinal (e B € dirigido).

Uma snbsequéncia de uma sequéncia entao é uma subrede mas nao o
contrario. A primeira diferenca é que umna subrede nao precisa ser crescente,
somente que ela eventualmente ultrapassa. Por exemplo xs, 21, x4, 23, Tg, T5,
xs, T7,... ¢ uma subrede da sequéncia x1, T, T3, 4, Ts, Tg, T7, . . . (dada pela
aplicagao ¢(1) =2, ¢(2) =1, ¢(3) =4, ¢(4) = 3, etc. ...). Mas além disto
uma subrede de uma sequéncia pode ser um conjunto de indices muito mais
complicado que N. Assim veremos que existem sequéncias tais que nenhuma
subsequéncia converge mas que tem subredes convergentes.

Teorema 9.4 Seja x, uma rede em (X,T) , se x, — x entdo para toda
subrede tem-se x5y — .

Demonstracao: Seja V uma vizinhanca de x entao Jay € A tal que
a > ayg = 1w, € V mas eventualmente ¢(8) > «p entdo eventualmente
Ty € V logo zyiz) — . &

Teorema 9.5 Um ponto v em (X,T) é um ponto de acumulagdo de uma
rede T, < existe uma subrede w45 tal que Tyg) — .
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Demonstracao:

(=) Seja B = A xV, onde V, é o sistema de vizinhangas de z e defina
¢ : B = A por ¢(a, V) = qualquer indice v > « tal que z, € V Este
existe pois 7, € V frequentemente. Isto define uma subrede x4 v) de z, e
evidentemente zg(q,v) — 7.

(«<)Suponha que z45) — = para uma subrede. Dado uma vizinhanca V'
de z e um indice oy € A existe um fy tal que § > By = w43 € V (pois
Ty — x) e um By tal que B > 1 = ¢(f) > ag (pois ¢ é cofinal). Seja
Bs € B, By > Po, b1, entdao a, = ¢(f,) satisfaz a, > ap e z,, € V logo
frequentemente X, € V e x é um ponto de acumulacao. <

Nos trabaihamos com rédes com a mesma intuicao que com sequéncias.
Pense em movimento, pontos passeando em X. A tnica possivel fonte de
erro de intuicao é a seguinte: Numa sequéncia o nimero de pontos fora de
uma cauda {z,|n > ng} é finito, numa rede o conjunto complemento a
{zs| @ > ap} nao é finito em geral. Isto da lugar a certo comportamento,
a primeira vista, estranho das redes. Por exemplo em R toda sequéncia x,,
tal que z, — 0 é limitada: z, € B,(0) para algum r pois eventualmente
(n>ng) , x, € B1(0) entao escolhe r > 1+ max{|z| |k =1,2,...,n} Para
redes isto nao é verdade. Seja V = V) sistema de vizinhangas de 0 € R;
sup V' se este < oo
1 ao contrario
mas por exemplo zg, = r e entdo o conjunto {zy |V € V} = (0,00) nao é
limitado.

Existe um outro modo de tratar convergéncia, usando os assim chamados
filtros. Primeiro considere a seguinte visao das redes. Seja x, — x, imagine
uma empresa que manufatura x, mas como nao temos controle perfeito ela
s6 pode manufaturar aproximcoes até um certo grau. A empresa tem um
exército A de inspetores; se um elemento passa todos os testes do inspetor
« ele coloca um rétulo no elemento e tem-se x,. Para todo par o, de
inspetores tem mais um, ainda mais exigente, v > a,y > [ que pelo menos
faz todos os testes que ambos os « e 5 fazem. Ele passa somente ao elemento
que tem toda a perfeicao do v e do 8 juntos. Considere, agora, em vez de
um z, todos os elementos que o nosso inspetor imaginario o passa. Assim
chegamos ao conceito dum filtro.

defina uma rede zy,V € V por xy = entao Xy — 0

Definigcao 9.9 Um filtro § num conjunto X x € um conjunto de subconjuntos
(§ C P(X)) de X que satisfaz

(a) 0%
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(b) FLLEF,eF=FNNFKeF
(c) FEFeGDF=GeF

Note que isso é muito semelhante as propriedades do sistema de vizin-
hancas de um ponto num espago topoldgico, de fato

Exemplo 9.3

(a) Seja X um espago topoldgico e § =V, o sistema de vizinhangas de
x.

(b) Seja X um conjunto infinito e § a familia de complementos de sub-
conjuntos finitos.

(c) Sejax € X e seja§ a familia de todos os conjuntos S C X tais que
x € S. Isto chama-se ultrafiltro, (a ser definido depois) principal de z.

(d) Considere 0 € R* e § a famdlia de conjuntos que contém o intervalo
(—6,6) x {0} € R? para algum 6.

N
S~

(e) Seja X um espago topolégico, S C X ex € S, 2 ¢ S. Seja § a
familia de conjuntos de tipo VNS onde V é uma vizinhanc¢a de x.

Para entender isso pense em todo elemento F' € § como um filtro tal que
jogando todos os pontos de X nele os que passam sao precisamente os ele-
mentos de F.
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Assim concatenando dois tais temos

X

F

FAG

Isso da sentido a propriedade @ A propriedade ¢é introduzida para
simplificagoes posteriores, nao é essencial.

Isto liga-se a visio dos inspetores, pense em F como sendo todos os el-
ementos que um dado inspetor passa. Isto faz sentido pois um filtro é um
conjunto dirigido onde a ordem é a oposta a incusio F' > G < F C G.

Definimos agora convergéncia de filtros.

Definigao 9.10 Seja (X,7T) um espago topolégico, x € X e § um filtro em
X. Dizemos que § converge para x e escrevemos § — x ou lim§ = x se e
s0 se§ D V,.

Pense nisso como um jogo. Eu estou no espaco X mas tenho sé poderes
topoldgicos, isto é para qualquer ponto x s6 posso construir uma vizinhanga
dele. O filtro vem de fora, é o poder dum outro jogador de explicitar sub-
conjuntos de X Eu suspeito que § esta procurando z, no meu entendimento
isso significaria que dada qualquer vizinhanca de = (o que é o maximo que
eu posso fazer em me aproximar de z) eventualmente o outro jogador esta
dentro dessa vizinhanca. Assim eu diria § estd procruando x. Mas se dado
V vizinhanca de z, tem-se que para algum F' € §, F' D V, entao pela pro-
priedade V' € § ou em outras palavras § D V, pois V ¢é arbitrario. Isto é
o contetdo intuitivo da convergéncia de um filtro. Assim a propriedade |(c)|
é introduzida para dar uma forma simples para a definicao de convergéncia.

E importante reparar que o jogador § pode ter poderes superiores aos
meus, por exemplo, no Exemplo @, § contém intervalos do tipo (—e, €) X

{0} c R? + o que é muito mais do que eu posso fazer em me aprox-

imar a 0, eu s6 posso construir algo que contém uma bola % Neste caso
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evidentemente § — 0 mas quem esta usando § é muito mais eficiente em se
aproximar a 0 do que um morador topoldgico em R? Como naturalmente
filtros aparecem vindo de fora isto é a situagao usual.

Um filtro pode nio convergir, por exemplo no Exemplo @ § nao
converge com topologias mais finas que a dos complementos de conjuntos
finitos, no Exemplo $ nao converge em S.

Neste tltimo caso um filtro parece um sistema de aproximagoes mas nao
determina um ponto em S pois nao ha uma comparacao suficientemente
boa entre ele e o sistema topoldgico para pegar um elemento do espago.
E um sistema de aproximagcoes que nao converge. O exemplo sugere que
filtros nao convergentes nestes casos podem corresponder a pontos de um
fecho ideal do espaco. Veremos depois do estudo da compacidade que num
certo sentido isto é verdade. Um filtro assim encarado seria uma tentativa
de pular lora do espaco e colocar-se num-ponto ideal. Se olharmos para o
intervalo (0,1) como subconjunto de R a nossa intuigio tenta de completar
este com pontos 0 e 1. e chegar ao [0,1]. Mas isto é parcialmente um fato
do mergulho, pois num mergulho de tipo x — €@ que d4 a imagem Q de
um circulo furado a intuicao s6 quer completar com o ponto 1, e dado um
homeomorfismo (0,1) — R, = — tanw (SL’ — %) a intuicao completa R com
os pontos ideais —o0, 00 mas agora com certa dificuldade. Sera que o espaco
(0,1) agora despido de todos os fatos e condigoes de megulho estd querendo
ser completado por um conjunto de pontos ideais que nao percebemos por
causa de sempre pensarmos neste espago como mergulhado num outro, e se
isso for verdade sera que existem mergulhos onde estes pontos ideais aao tao
explicitos como 0 0 e 1 em R acima? Os filtros darao respostas positivas
a essas idéias pois as vizinhancas destes pontos ideais deixam um filtro no

espago (0,1).

Definicao 9.11 Um ponto x num espago topoléglco chama-se um ponto de
acumulagao de um filtro § < x € F para todo F' € §. Em outras palavras

x € ﬂFegF

Por exemplo em R? seja § a familia dos conjuntos que contém os pontos
(£,0),n=1,2,3,...,

n?
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173 172 1
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Os pontos de acumulacao de § sao primeiro evidentemente os pontos (E’ O)
mas também a origem (0,0) Em termos do jogo, se x é um ponto de acu-
mulacao de § e V' é uma vizinhanca de x qualquer, embora que § possa nunca
entrar inteiramente em V', ele sempre tem pontos dentro e da a impressao de
pelo menos parcialmente procurar x.

A relacao entre redes e filtros é dada pelo seguinte dicionério de traducao:

Definicao 9.12

(a) Seja § um filtro, uma rede associada a § € qualquer rede g onde
xrp € F. O filtro mesmo ¢ usado como conjunto de indices.

(b) Seja x, uma rede o filtrolassociado a ela € feito de todos os conjuntos
que contém conjuntos do tipo {z,|a > ag}

Com o emprego deste dicionario podemos transformar qualquer argu-
mento sobre redes num equivalente sobre filtros e vice-versa. No que segue
adotaremos em cada instante o ponto de vista mais conveniente dos dois,
deixando para o leitor a formulagio do outro ponto de vista,

Definicao 9.13 Seja § um filtro, uma base B para § é um subconjunto de
§,28 C § tal que. para todo F' € § existe um B € B tal que ' D B. Dizemos
que § € o filtro gerado por B.

Em termos do Exemplo uma base para seria uma base usual de
vizinhangas, uma base para|(c)| seria o conjunto {{x}} (isto é {z} é o unico
elemento da base), uma base para [(d)] seria {(—4d,d) x {0} |0 < & < 1} o
sistema de intervalos (—0d,d) x {0} para 0 < 6 < 1. Uma base para o filtro
que correponde ao ponto ideal +oo da reta R seria o conjunto de intervalos
semi-infinitos (r,00), r € R ou r > ry digamos.

Teorema 9.6 Um conjunto B de subconjuntos de X é uma base para um
filtro § se e somente se B satisfaz
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(a) DB
(b) By, By € B = 3B € B tal que By C B, N Bs.
O filtro gerado por essa base é § = {F | F D B para algum B € B}.

Deixamos a demonstracio ao leitor.

Note que uma base satisfaz as propriedades e uma versao fraca de
dos filtros. Isto é o que é essencial na idéia de filtro. Geralmente trabalhamos
com bases.

Teorema 9.7 Seja f: X — Y uma aplicagcao entre conjuntos, e seja § um
filtro em X. Entao o sistema {f(F)|F € §} de subconjuntos de Y €é uma
base de um filtro em Y .

Demonstracdo: Refira-se ao Teorema
(a) Como 0 &€ §, f(F) # 0 para todo F.
(b) f(FrNEFy) C f(F1) N f(F)
¢

O filtro assim gerado denota-se, por abuso de redacao por f(§).
O conjunto de todos os f’iltros em X é parcialmente ordenado onde se
define-se §; < §1 < &1 C §2. A ordem é a da inclusdo

Teorema 9.8 Todo filtro é dominado por um filtro mazimal.

A demonstracao disto é consequéncia do axioma da escolha que usamos
numa forma equivalente.

Definigao 9.14 Um conjunto parcialmente ordenado (P, <) chama-se cadeia
ou conjunto totalmente ordenado se e somente se todo par de elementos é
compardvel, isto é, x,y € P=x <y ouy < x.

Lema de Zorn - Se num conjunto parcialmente ordenado todo subcon-
junto totalmente ordenado tem uma cota superior, entao todo elemento é
dominado por um elemento maximal. O Lema de Zorn é equivalente ao
axioma da escolha e sera assumida como verdadeiro neste livro.

Demonstracao do Teoremal9.8 Seja C' uma cadeia de filtro entao Ugec S
¢ um filtro e uma cota superior a C'. [
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Definicao 9.15 Um filtro mazimal chama-se ultrafiltro.

Exemplo 9.4 O ultrafiltro principal §, de v € X é um ultrafiltro (veja
Ezemplo [93[)(c), pois {x} € § e se S & F, entao x ¢ S logo {z} NS =10 e
assim S nao pode pertencer a um filtro maior que §.,.

Num conjunto infinito existem ultrafiltros nao principais. De fato con-
sidere o filtro de complementos de subconjuntos finitos, esse filtro é dominado
por um ultrafiltro que nao pode ser principal pois contém o complemento de
qualquer ponto mas §, nao contém o complemento de {z}.

Esses ultrafiltros nao principais nao podem ser exibidos. Isto é parte do
folclore matematico mas tem conteudo preciso uma vez que se introduz uma
linguagem inteiramente formalizada para a teoria de conjuntos. Mostra-se
que essa linguagem ¢é incapaz de exibir um ultrafiltro nao principal. O ax-
ioma de escolha entao, por mais inocente que aparecer, nos obriga a aceitar
a existéncia de objetos que nao podem ser exibidos. Por esta razao muitos
matematicos nao gostam do exioma e seu emprego é frquentemente consid-
erdo uma infelicidade.

Teorema 9.9 Um filtro § em X ¢é um ultrafiltro se e somente se para todo
ScXouSegFou SeF. Unm ultrafiltro entdo sempre escolhe entre um
subconjunto e seu complemento.

Demonstracao:

(=) Seja § um ultrafiltro e S C X. Tém-se duas possibilidades: (1) ou
FNS # 0 para todo F' € § ou (2) existe um F € § tal que F NS = 0.
No primeiro caso FU{S} U{SN F|F € §} é base de um {f’iltro e como
este nao pode ser maior que § tem-se S € §F. No segundo caso tem-se
F=(FnS)U((FNS) =FNS C S ecomo F € F, S € § pela
propriedade de filtros.

(<) Segue do teorema seguinte. <

Teorema 9.10 Se B € base de um filtro e se para todo S C X ou S € B ou
S¢ € B entao B jd é um ultrafiltro.

Demonstracdo: Dado um § D B, § filtro, e dadoum S € §, S ¢ B
tem-se S¢ € B mas entao S¢ € Fe SNS°=( € F uma contradicao.
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Teorema 9.11 Se f: X — Y € uma aplicacao sobrejetorac de conjuntos e
se § € um ultrafiltro em X entao o sistema de conjuntos {f(F)|F € §} é
um ultrafiltro em Y .

Demonstracao: Ja sabemos que este sistema é base de um f’iltro. Pela
proposicao precedente basta mostrar que ele escolhe entre conjuntos e seus
complementos. Seja S C Y, como f é sobrejetora tém-se S = f(f~(9)),
Se= f(f71(S%) = f((f~1(5))%). Como F é um ultrafiltro tem-se ou f~*(S) €

T ou f71(S°) € F logo ou S ou S¢ pertence ao nosso sistema. <

Teorema 9.12 Seja § um ultrafiltro num espago topoldgico (X,T), Se x é
um ponto de acumulacao de § entdio § — .

Demonstracao: Seja V uma vizinhanga de x, como § é um ultrafiltro ou
VeFoulVeeF. Mas como xz é um ponto de acumulacao é impossivel que
Ve € § pois € V¢ (a vizinhanca V' de x ndo tem pontos em comum com
V¢). Entao V € § e como V é arbitrario V, C § logo § — z. {

Num espaco Hausdorff entao um ultrafiltro s6 pode ter um tnico ponto
de acumulacao e ele é o limite.



Capitulo 10

Compacidade

A nocao de compacidade desenvolveu-se de certos teoremas de andlise classica.
O Teorema de Bolzano-Weirstrass afirma que um subconjunto S infinito
de um intervalo fechado finito [a,b] sempre tem um ponto de acumulagao.
Aqui por ponto de acumulagao entende-se um ponto ¢ € [a, b] tal que todo
intervalo (¢ — t, ¢+ t) contém um numero infinito de pontos de S.
Isto foi generalizado ao seguinte teorema de Heine-Borel: Em R" as
seguintes propriedades de um subconjunto S sao equivalentes:

(a) S e fechado e limitado

(b) Toda sequencia em S tem ponto de acumulacdo (aqui no sentido de
redes)

(¢) Se S C U,O, onde O, sao abertos em R" entao j& um nimero finito
de O, cobrem S: S C O,, UO,, U---UQO,,

Suponhamos que o leitor esteja familiar com estes resultados que podem
ser encontrados em qualquer texto de andlise real.

Note que [@] implica que toda sequéncia em S tem subrede convergente e
como R" satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade essa subrede pode ser
tomado como subsequéncia. Essa situacao tem grande valor para teoremas
de existéncia, usualmente s6 podemos mostrar a existencia de problemas
aproximados, se estas solugoes ficam num conjunto fechado e limitado em R"
sabemos qu existe um ponto de acumulagao de solugoes aproximadas e este
ponto geralmente é a solucao do problema original. Das trés propriedades
mencionadas no teorema de Heine-Borel s6 a terceira nao refere a estrutura
especifica do R" e entao ¢é esta que generalizaremos.

143
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Definicao 10.1 Digamos que uma familia S, de subconjuntos de um con-
junto X € uma cobertura de um subconjunto T C X se e somente se
T C UySs. Uma subcobertura de S,, o € A e qualquer subfamilia Sg,
B8 € B, onde B C A, que tambem ¢ uma cobertura. Uma cobertura por
conjuntos abertos num espaco topoldgico chama-se cobertura aberta.

Defini¢ao 10.2 Um espago topolégico (X,T) chama-se compacto se e so-
mente se toda cobertura aberta de X contem uma subcobertura finita.

Em outras palavras se X = UyecaSa, So aberto, existirao indices aq, g, . . .,
tais que X = S,, US,, U---US,, .

Passando a complementos podemos reformular a definicado de um com-
pacto. Primeiro um outro conceito.

Definicao 10.3 Uma famillia de conjuntos S, e dita satisfazer a propriedade
da intersecao finita se qualquer subfamilia finita Sa,, Say,-- -, Sa, tem in-
tersecdo nao vazia: Se, N Sa, N+ NSy, # 0.

Teorema 10.1 Um espago topoldgico (X,T) € compacto se e somente se
toda familia F, de fechados que goza da propriedade da intersecdo finita,
tem intersecdo nao vazia. Em outras palavras se para toda escolha finita de

indices ay, o, . .., a, tem-se Fy, N ---NF, # 0 entao para a famllia toda
maeAFa % @

Demonstracao:

(=) Suponha que NF, = 0 entdo UFS = X mas FS é aberto e como
X ¢é compacto existe uma subfamilia F,,,, ..., F,, tal que X = N, Fy. logo

) =F, Nn---N F,, em contradicio com a propriedade da interse¢ao finita.
(<) Deixamos esta parte como exerclcio.

Teorema 10.2 Seja (X, T) um espago topoldgico. As sequintes propriedades
sao equivalentes:

(a) X e compacto
(b) Qualquer rede (filtro) em X tem ponto de acumulagdo

(¢) Qualquer ultrafiltro em X converge.

A
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Demonstracao:

[(a)]=[(b)} Suponha X compacto e z, umarede em X Seja R, = {3| 3 >
a}. Como o conjunto A e dirigido, tem a propriedade da intersecao finita e
a fortiori a familia R, tem essa propriedade. Como X e compacto NR, # ()
mas entao para x € NR, qualquer vizinhanca de x tem pontos em comum
com qualquer cauda R, da rede, logo z,, é frequentemente naquela vizinhanca
e r e um ponto de acumulacao. A demonstragao para filtros e paralela a esta.

@ : Seja § um ultrafiltro em X, por @ ele tem ponto de acu-

mulacao e pelo Teorema § converge a esse ponto.

= @ Suponha que|(c)|seja verdade e seja F,, uma familia de fechados
com a propriedade da intersecao finita. Logo F,,, a € A é base de um filtro,
e esse filtro e dominado por um ultrafiltro 4. Por Il — x mas entao = é
um ponto de acumulacao de i e logo pertence ao fecho de qualquer elemento
de 4. A fortiori Vo, € F, = F,,, 1ogo & € NueaFy € entdo NueaFy # 0 e
X é compacto.

Exercicio 10.1 Uma rede x,, @« € A em X chama-se rede universal se para
todo S C X ou eventualmente x, € S ou eventualmente x, € S°¢. FEste
conceito e paralelo ao do ultrafiltro. Demonstre que

(a) Toda rede tem subrede universal (resultado paralelo ao todo filtro ser
dominado por um ultrafiltro).

(b) Se x, € uma rede universal e x é um ponto de acumulacao de x,
entao x, — . (resultado paralelo do Teorema[912).

(¢) Um espago topoldgico (X, T) é compacto se e somente se toda rede
universal converge (condicio equivalente ao do Teorema[I02).

E f4cil ver que quando X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade
podemos afirmar que toda sequéncia tem subsequéncia convergente. No caso
geral toda sequéncia tem subrede convergente, subsequéncias convergentes
podem nao existir.

Teorema 10.3 Seja (X, T) compacto e f: X — Y continuo. Entio f(X)
¢ compacto. Em outras palavras, imagens continuas de compactos sao com-
pactos.

Demonstragao: Seja f(X) C UO, uma cobertura aberta de f(X)), entao
X c f7YO,) uma cobertura aberta de X, logo X C f1(O4)U---U
fHO,,) pois X é compacto mas entao f(X) C Oy, U---UQO,, O
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Corolario 10.1 Uma funcdao continua numérica f num compacto X as-
sume um mdximo e um minimo. Isto é existem pontos x,,, r, € X tais

que f(xm) < f(x) < flan) Ve e

Demonstragao: Seja f: X — R continua, X compacto. Logo f(X) C R
¢ um compacto e pelo teorema de Heine-Borel f(X) é fechado e limitado.
Entao sup f(X) e inf f(X) existem e sdo diferentes de +00 e —oo respectiva-
menle. Como f(X) é fechado o supremo e o infimo pertencem a este conjunto,
entao existem pontos z, e x,, tais que xy = sup f(X) e z,,, = inf f(X). &

Espacos compactos entao comportam-se respeito a fungoes continuas numa
maneira semelhante a conjuntos finitos respeito a fungoes quaisquer, num
conjunto finito F', qualquer funcao assume seu valor maximo e minimo.
Num conjunto compacto qualquer funcao continua faz o mesmo. Compaci-
dade sempre oferece uma passagem do finito para o infinito e vice-versa; de
coberturas infinitas a coberturas finitas; de intersecoes finitas nao vazias a
intersecoes infinitas nao vazias. Essa passagem € a marca caracteristica de
compacidade e pode aparecer em contextos nao topoldgicos, a topologia €
um metodo de formalizar esta situacao.

Agora podemos mostrar um dos teoremas mais importantes da topologia.

Teorema 10.4 (Tychonov) - Qualquer produto X = [[ X, de espacos com-
pactos X, € compacto em relago a topologia produto.

Demonstracao: Segue da propriodade universal do produto que um filtro
§ em X converge se e somente se todos os filtros 7, (§) convergem em X,, e
se To(F) — x4 entdo § — = = (z,). Seja entdo §F um ultrafiltro em X entao
pelo Teorema todo 7, (F) é um ultrafiltro em X, e como X, é compacto
To(§) converge, logo § converge e entdao X é compacto pelo Teorema [10.21
¢

Note bem que esse teorema depende do axioma de escolha.

Teorema 10.5 Seja K um espago compacto e C C K um fechado, Entao C
¢ compacto.

Demonstracao: Seja C C UO,uma cobertura aberta de C' entao como C'
e fechado, K = UO,UC* é uma cobertura aberta de K e como K é compacto
existem o, ..., a, taisque K = O,,U---UQ,, UC*logo C' C O,, U---UQO,,
e C' é compacto.

Agora mostraremos algumas relagoes entre as propriedades de compaci-
dade e de Hausdorff.
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Teorema 10.6 Um subespaco compacto K de um espaco Hausdorff X ¢é
fechado.

Demonstracdo: Seja x € K entdo existe uma rede k, tal que k, — = mas
como K é compacto existe um ponto de acumulacao k de k,, assim existe
uma subrede kgg) — k, mas entao kg — = também e como X e Hausdorff
k=xLlogore Ke K=K. <

Em espacgos nao Hausdorff este resultado pode nao ser verdadeiro. Por
exemplo considere X = {1, 2}, espago de Slerpinski, Tx = {0, X, {1}} Entado
{1} é compacto pois todo espago finito e compacto mas {1} = X. Compaci-
dade fora do contexto de aspacos Hausdorff sem nenhuma outra restricao nao
e uma coisa muito util. Seja (X,7) um espaco topoldgico qualquer e seja *
um ponto ideal, x ¢ X. Seja Y = X U {x} com a seguinte topologia: Todos
os pontos de X tem base de vizinhancas normal, isto e aquela que ja tem em
X. A base de vizinhangas de {x} digamos e dada pelo conjunto X U{x} =Y
Entao Y é compacto pois qualquer cobertura aberta de Y tem que conter Y
mesmo e este sozinho ja cobre Y. Essa compacidade porem e extremamente
artificial e nao tem nada a ver com a estrutura do subconjunto X de Y. A
compacidade so tem poder junto com outras propriedades do espaco.

Teorema 10.7 Seja f : K — X uma aplicacdo continua de um compacto
K para um espago Hausdorff X. Se f € injetora entao f é um mergulho.
Isto €, f fornece um homeomorfismo K ~ f(K) C X.

Demonstragao: Como f ja fomece uma bijegao continua K — f(K),
basta mostrar que f leva fechados de K em fechados de F(K). Seja C' C
K fechado, entao pelo Teorema [[0.5] C' é compacto logo f(C') é compacto
em f(K) pelo Teorema Como f(K) é Hausdorft f(C) e fechado pelo
Teorema [10.61

¢

Exemplo 10.1

(a) Considere [0, 1] % R? dado por f(x) = (x,sen(27x))

A imagem e o graficoL
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Intuitivamente isto é homeomorfo a [0, 1] mas agora sabemos isto facil-
mente pois f € continua e injetora.

(b) Considere de novo as quatro fungoes definidas na garrafa de Klein
para R* e dadas na discussao apds o Teorema[7.3. A garrafa de Klein e
compacta pois € imagem continua pela aplicacao canonica do quadrado
que é compacto pelo teorema de Heine-Borel. Uma vez mostrado que
aquelas quatro funcgoes definem uma injecio no R* sabemos agora que
1sto da um mergulho.

A compacidade junto com Ty entao impoe tanta restricao nas aplicagoes
continuas que elas fazem mergulhos de todas injecoes contriuas.

Corolério 10.2 Seja (K,T) um compacto Hausdorff. Se T, é uma outra
topologia Hausdorff tal que T1 < T entao T1 = T. Compactos Hausdorff
entao tém uma topologia Hausdorff minimal.

Demonstracao: Considere a apljcacao identidade id : x +— =, v € K mas
entre estruturas topolégicas dilerentes: id : (K,7T) — (K,7;). Como T; < T
esta aplicacao continua, e como 7; é Hausdorff pelo Teorema [10.7] id é um
homeomorfismo, entao 7, = 7. &

Vamos mostrar agora em que contexto compacidade é equivalente a com-
pacidade encontrada no teorema de Heine Borel que toda sequéncia tem
uma subsequéncia convergente. Ja sabemos que compacto e 12 enumeravel
= toda sequéncia tem uma subsequéncia convergente mas nao € verdade que
12 enumeravel e toda sequéncia tem subsequéncia convergentet = compacto.

Definigao 10.4 Um espaco topoldgico (X,T) € dito satisfazer o segundo
axioma de enumerabilidade < X tem uma base enumerdvel para a topologia.
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Um exemplo simples é R™ onde bolas de raio racional em centros com
componentes racionais formam uma base enumeravel.

Note que 22 enumeravel = 12 enumeravel pois uma base da topologia da
também uma base para as vizinhancas de cada ponto. A reciproca nao é
verdade. O contra-exemplo mais simples é um conjunto nao enumeravel com
a topologia discreta. Todo ponto = tem {{x}} como base de vizinhangas,
entao o espaco é 12 enumeravel mas como a base da topologia tem que ex-
primir todo {x} como reuniao de elementos da base, quer dizer todo {z} tem
que pertencer a base, ela nao pode ser enumeravel. Da mesma maneira uma
soma topolégica [[,c4 Xo- de um nimero nao enumerdvel de espacos nao
pode ser 22 enumeravel.

Tiramos duas consequéncias do 2¢ axioma da enumerabllidade.

Teorema 10.8 (X, T) 22 enumerdvel = toda cobertura aberta X = Uaea O,
de X contem uma subcobertura enumerdvel.

Demonstracao: Seja X 22 enumeravel e X = U,ecaO, uma cobertura
aberta. Para todo z € X existe entao um O,(z) tal que = € Oy(z)A- Se
B; i = 1,2,... é uma base enumeravel, entao existe um ndice i(z) tal que
& € Byzy C Oq(x). Seja I o conjunto de ndices {i(x) |z € X} C N. Para
todo k € I escolha um oy, € A tal que By, C O,, que existe pois se k = i(x),
a = a(x) ja serve. Como os By, cobrem X tem-se X = Uge;O,, . ¢

Espagos 22 enumeraveis entao forneecem passagens de nreros infinitos
quaisquer para o enumeravel. E um certo tipo de compacidade enfraquecida.
Espacos que gozam da propriedade que toda cobertura tem subcobertura
enumeravel chamam-se de espacos de Lindelof. A reciproca do teorema nao
e verdadeira, se um espaco for Lindelof isto nao implicard que ele e 22 enu-
meravel.

Definicao 10.5 Um subconjunto D C X de um espago topoldgico chama-se
denso < D = X.

Exemplo 10.2
(a) Todo espago é dense em si mesmo.

(b) Os racionais sio densos em R.

(c) Os conjuntos R*\ {0} e R*\ R x {0} sao densos em R?
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(d) Pelo teorema de Stone-Weierstrass os polinomios sio densos em
C([0,1],R) com a topologia dado pela métrica d(f, g) = sup,ejo1 | f(z)—
g(x)].

Teorema 10.9 (X,7) 22 enumerdvel = X tem um subconjunto enumerdvel
denso

Demonstracao: Seja B;, 1 =1,2,3,... uma base enumeravel, escolha um
x; € Byseja D ={x;|i=1,2,...}. D é denso pois dado qualquer x € X e
qualquer vizinhanca V' de x entao V° é reuniao de elementos da base logo z
pertence a algum B; tal que © € B; C V. Logo x; € V e entdao VN D # 0,
isto quer dizer € D e como z ¢ arbitrario D = X. {

Em R" os pontos com coordenadas racionais é um conjunto denso enu-
meravel. Em C([0, 1], R) os polinémios com coeficientes racionais é um con-
juntodensd enumeravel.

Definicao 10.6 Um espaco que possui um conjunto denso enumerdvel chama-
se separavel.

A reciproca do Teorema [10.9 ndo é verdadeira. Para espagos métricos
porém ela é verdadeira.

Teorema 10.10 Seja X um espaco métrico. Entio X € 2% enumerdvel = X
¢ separdvel.

Demonstracao:

(=) Segue do teorema anterior.

(<) Sejax;,t =1,2,...um conjunto denso enumeréavel, e seja 5 = familia
de bolas centradas nos x; com raios racionais. Evidentemente B é enumerével
e mostraremos que é uma base. Seja U um aberto qualquer e x € U, existe
uma bola B,(z) com raio racional tal que B,(r) C U Como (z;), N ¢ denso
existe um z; € B,3(x) mas entao tem-se que x € By,/3(z;) C U. Como x é
arbitrario, U é reuniao de elementos de B.

Agora podemos dar condigoes para compacidade em termos de existéncia
de subsequéncias convergentes.

Teorema 10.11 Seja X um espaco 2° enumerdvel. Entao X € compacto <
toda sequéncia tem uma subsequéncia convergente.
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Demonstracao:

(=) Segue do fato que X ¢é 12 enumeravel.

(<) Suponha que toda sequéncia tem subsequéncia convergente e seja
X = Ugea uma cobertura aberta de X. Como X é 22 enumeravel podemos
pelo Teorema [10.8] passar a uma subcobertura enumeravel O;, ¢ € N. Defina

os abertos B; por indugao: By = O e dados By, ..., B,_1 seja B, o primeiro
dos O; que nao é ja coberto por By U By U ---U B, _1; se B, nao existir
etao By, ..., B,_1 ja serd uma subcobertura finita de X entao, suponha pelo

contrario que B; existe para todo ¢ € N. Pela construcao dos B; existe um
ponto x, em todo B, tal que x, & By, k = 1,2,...,p — 1. Pela hipétese a
sequéncia z; tem um ponto de acumulagao = ¢ como os B; cobrem X tem-se
x € B, para algum p. Como frequentemente z; € B, existe um ¢ > p tal que
x4 € B, mas isso contradiz a construgao dos z;. ¢

As relagoes entre as varias propriedades de compacidade e questoes de
enumerabilidade sao extremamente complexas. E fécil se enganar a respeito
disto e é um bom conselho nao acreditar em nada sem uma demonstracao
rigorosa.
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Capitulo 11

Conexidade

Agora vamos voltar para certas operagoes inversas as que foram estudadas na
parte de construcoes. Em particular neste capitulo procuraremos decompor
espagcos topologicos e no seguinte mergulha-los.

Definicao 11.1 Dizemos um espacgo topoldgico é desconexo ou nao conexo
se e somente se X ~ X1 [[ Xo onde X1 # 0, X5 # 0.

Em outras palavras X é uma soma topoldgica de dois espacos nao vazios.
Assim X consiste de pelo menos dois pedacgos topologicamente indepen-
dentes.

Teorema 11.1 As sequjntes trés condigcoes sao equivalentes:

(a) X € nao conezo

(b) X =AUB onde ANB =0 ¢ A+#0 +# B e ambos sio abertos (e
entdo ambos sao fechados)

(c) Eziste uma fungdo continua ndo constante f : X — 2 = {0.1}.
(Note que neste caso ndo constante < sobrejetora).

Demonstracao:

(&) = em X ~ X [[ Xo, Xi[]0. O]] X> sdo dois conjuntos de tipo
requerido em como é uma propriedade topoldgica ela agoa segue do

153
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0 z€A
:>: Se X = AU B, comoem@deﬁnafporf:{ 1 :feB

esta é continua nao constante.

= Dado tal f seja A = f~1(0), B = f~1(1) e considere A][ B
e as injegoes canonicas iy : A — A[[B igp : B — A[[B. A aplicagao
_ Jiax z€ A
h(z) = { it req define um homeomorfismo entre X e A[[ B. ¢

Exemplo 11.1

(a) Todo espago discreto com mais que um ponto é desconezo, pois qual-
quer particao em dois subconjuntos nao vazios € uma particao em aber-
tos nao vazios disjuntos.

(b) O espago X = [—1,0)U(0, 1] € desconexo, pois [—1,0) = X N(—2,0)
e (0,1 = X N(0,2) sdo abertos, ndao vazios, disjuntos, cuja reunido é
X.

Note que este espago é homeomorfo a [—2,—1) U (1, 2]

N
J

A4

[
&

-2 -1 0 1

[\)I__l

que mdstra que o fato que as [—1,0) e (0, 1] sdo encostados é um fato
do mergulho e nao um fato intrinsico.

(¢) Os nimeros racionais Q C R na topologia induzida é desconexo pois

Q = (QN (=00, m))U((m, 00)NQ) € uma particio do tipo[(b)] no teorema
acima.

Definicao 11.2 Um espaco topologico chama-se conexo se ele nao € de-
sconexo.

Um espaco conexo nao pode ser decomposto numa soma topoldgica nao
trivial.
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Teorema 11.2 Um subconjunto X C R ¢é conexo se e somente se X € um
intervalo (aberto, fechado, semi-aberto, finito, semifinito, ou R todo), X = ()
ou X consiste de um ponto so.

Demonstracao:

(=) Suponha X tem pelo menos dois pontos e é conexo. Se X nao fosse
um intervalo existiriam pontos a,b € X e ¢ € X tais que a < ¢ < b mas entao
X = ((—o00,¢c) N X) U ((¢,00) N X) seiria uma decomposi¢ao nao trivial.

(<) 0 e os conjuntos unitérios sdo evidentemente conexos entao suponha
X éum intervalo. Se X nao fosse conexo entao existiria uma funcao continua
sobrejetora f : X — 2. Sejam f(a) = 0, f(b) = 1 e suponha a < b (se nao
considere 1 — f vez de f). Como f é continua f~'(0) é uma vizinhanga de a e
logo existe um € > a tal que [a,&) C f71(0). Sejax = sup{¢|[a,&) C f~1(0)}
pelo fato que a < b tem-se x < b, pelo fato que X é um intervalo tem-se
r € X e pela continuidade de f, f(z) = 0, logo x < b mas agora f~1(0) é uma
vizinhanga de z e existe um n > z tal que f~1(0) D [z, n) logo [a,n) C f~(0)
contradizendo a defini¢ao de z.

Teorema 11.3 A imagem f(X) de um espago conexo X por uma fung¢do
continua f : X =Y € um subconjunto conexo de'Y .

Demonstragao: Se f(X) for desconexa entao existiria uma fungao continua
sobrejetora f(X) R 2logo ¢po f: F — 2 é continua e sobrejetora con-
tradizendo a conexidade de X. <

Como aplicagao imediata disto temos o seguinte teorema de andlise.

Teorema 11.4 Seja f : X — R uma funcdao continua definida num espago
conezo, entdo qualquer nimero ¢ entre dois valores de f, f(x1) < ¢ < f(xq)
¢ assumido: isto € existe um xy € X tal que f(zo) =c

Demonstragao:  Pelo Teorema 11.3 f(X) C R é conexo, logo como
f(x1) < f(xe), f(X) é um intervalo e sendo f(x;) < ¢ < f(x3), ¢ per-
tence a este intervalo e ¢ € f(X); assim ¢ = f(zy) para algum zy, € X.

¢

Quando X é um intervalo isto é um teorema classico de analise.
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f(xz)

fix)

Teorema 11.5 Seja S C X um subconjunto de um espago topoldgico. Se S
¢ conexo entao qualquer subconjunto T tal que S C T C S também € conexo.

Demonstragao: Suponha T nao conexo e f : T'— 2 continuo sobrejetora.
Como S é conexo f|S nao é sobrejetora, digamos f(S) = 0. Sejat € T tal
que f(t) = 1 como t € S existe uma rede s, — t e como f é continua
f(sa) = f(t) ouseja 0 — 1 que nao é verdade em 2. &

Exemplo 11.2 Considere o conjunto {0} x [-1,1]U{(z,sent)} [0 <z < 1
x € R?. Ele € conexo pois é o fecho do grdfico (SL’,SGI’I%) x € (O, %) e como

1

-1
T sen% € continuo e (0, %) ¢ conexo este grdfico € conexo. Repare que dado
qualquer subconjunto de {0} x [—1,1] como {(0,1)} U {(0,—1)} a reunido
dele com o grdfico também é um conjunto conexo pelo teorema precedente. A
conezidade € entao imposta pela presenca do grdfico oscilante.

Teorema 11.6 Seja S, uma familia de subconjuntos conexos de um espaco
topodgico. Se a familia S, tem um ponto em comum (isto é NS, # 0) entao
US, € conexo.
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Demonstragao: Seja xg € NS, e f: US, — 2 continua, como S, é conexa
flSa(z) = f(x0) para z € Sa, entao f(x) = f(zo) para z € US,. logo f
nunca pode ser sobrejetora e US, é conexa.

Agora vamos tentar achar os pedagos conexos de um espaco topolégico:

Defini¢ao 11.3 Seja (X, T) um espago topoldgico e x € X. O componente
conexo C(z) de x € a reunido de todos os subconjuntos conexos que contém
x.

Exemplo 11.3

(a) X = [—1,0) U (0,1] tem dois componentes, [1,0) é C(x) para x €
[1,0) e (0,1] é C(x) para x € (0,1].

(b) Qualquer espago discreto satisfaz C'(x) = {x} os componentes sdo
conjuntos unitdrios.

(¢) Considere Q C R; se p € Q entao C(p) = {p} pois se p,q € S
e p < q digamos, entdo existe um irracional £, p < & < q e logo
S =(SN(—00,8))N((SN(§,00)) ndo pode ser conexo. Repare bem
que a topologia em Q nao € discreta mas mesmo assim os componentes
sao onjuntos unitdrios.

Teorema 11.7 Os componentes conexos satiafazem:
(a) todo C'(x) € um subconjunto conexo mazimal
(b) o0s C(z) definem uma parti¢io de X
(c) todo componente é fechado.

Demonstracao:
(a) Segue da definigao e do Teorema [I1.0]

(b) Se y € C(z1) NC(z2) entao pelé Teorema C(z1) UC(xq) é conexo
e usando ( a), temos C(z1) = C(x2).

(c) C(x) é conexo logo C(x) é conexo pelo Teorema [IT.5 e pela maximali-

dade C(z) = C(x).
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¢

Um componente pode nao ser aberto. Veja Exemplo [1.3 de Q C R:
C(p) = {p} mas {p} ndo é aberto. Isto pode parecer estranho tendo em
vista a definicao de nao conexidade como a possibilidade de decompor X
numa particdo nao trivial de coonjuntos abertos: X = A U B, mas nunca
dizemos que A e B sao componentes, eles podem ser a sua vez desconexos
como acontece no exemplo de Q. Este fato nos impede de dizer que o espaco
X ¢é a soma topologica de seus componentes. Em geral entao é impossivel de
decompor um espac¢o numa soma tpologica de espagos a suas vezes indecom-
poniveis. Se escrevemos por exemplo Q = [[, Ay com A, # ). qualquer um
dos A, pode ser decomposto ainda mais.

Podemus afirmar porém o seguinte:

Teorema 11.8 Seja C,, o sistema de componentes de um espago topoldgico
X. Se todo C,. € aberto entao X =[], Cla.

Demonstragdo:  Seja i, : Co — ][, Ca as inje¢Oes canonicas, defina
h: X — [, Ca por h(z] = in(x) para z € C,. Isto é um homeomorfismo
pois dado um aberto O C [[,, C, tem-se O =[], O, onde O, C C, é aberto
em C, assim O, = G, N C, onde GG, é aberto em X, mas como cada C, é
aberto, O, é aberto em X e logo h™'(O) = U,eaO, é aberto. Agora dado
um aberto O C X tem-se O = Uyea(ONC,) sendo C,, a € A uma partigao
de X; logo h(O) = [],c.4 ONC, um aberto pois todo O N C, é aberto sendo
que cada C\, aberto. Evidentemente h é biunivoca. <

Exemplo 11.4 Os dois componentes de X = [—1,0) U (0, 1] sdo abertos.
Logo X ~[—1,0)]](0,1].

Em geral s6 podemos fazer uma decomposicio parcial. Seja C, a familia
de componentes conexas de X e suponha que algumas delas C,, v € I" sao
abertas e além disto que UC, ¢é fecbado. Como agora U,grCy € UyerCy sao
ambos abertos e fechados tem-se X = (UpgrCy) [[UyerC,. mas usando o
teorema acima X =~ (UagrCy) [ [1,er C5- Por exemplo seja X = ({0} U
{,n=1,2,...}) x [0,1] a seguinte reuniao de intervalos:
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0 1/4 1/3 172 1

Os componentes sao {1} x [0,1] = C, e Cs = {0} x [0,1]. Destas s6
C4 mnao é aberto. A reuniao de qualquer numero finito dos C,, é fechado
entao podemos afirmar dado um F' C N finito que X = ([[,,cr Cn) [[(Cx U
UngrCy) mas o tltimo espago aqui pode ser decomposto por sua vez. Nao
existe uma decomposicao em espagos coOnexsos.

Cuidado: Nao confunda U com [], por exemplo como subespagos de R
podemos afirmar [0,1] = [0,1/2) U [1/2,1] mas nao é verdade que [0, 1] ~
[0,1/2) TT[1/2,1]. A reunido é uma operagao que s6 definimos para conjun-
tos, ndo é operacao entre dois espagos topolégicos, a soma || é uma operagao
tanto entre espagos topoldgicos quanto entre conjuntos. Embora que [0, 1/2)
e [1/2,1] sejam disjuntos, [0,1] nao é [0,1/2) [][1/2,1] pois este tltimo é
desconexo e [0, 1] é conexo.
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Capitulo 12

Espacos completamente
regulares

Para motivar este tipo de espago considere a seguinte situacao. Dado o circulo
S'={(z,y)[2* +y* =1} CR?

esquemos que ja temos este espaco mergulhado em R? e tentemos mergulhé-
lo de novo usando fungoes continuas. Seja f; = x|S!, isto é fi(x,y) = z,
(z,y) € S'. Assim temos fi : S' — R com imagem [—1,1]
Isto nao é um mergulho pois f; nao € injetora. Escolhemos outra fungao “por
acaso” fo = y?|S! Agora podemos considerar essas duas como componentes
de uma funcdo para R?, s € S* (f1(5), f2(5)) = (z,9?%) € R%

/N
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Como 32 = 1 — 2% a imagem ¢é um arco de uma pardbola, mas isto
também nao é um mergulho. Seja f3 = zy|S!, agora temos uma funcao para
R? (z,y) € S' — (z,9% 2y) € R® que tem a seguinte imagem:

q superficie
parabdlica

parabola
no plano 1-2

Mas isto ainda nao é um mergulho pois (0,1),(0,—1) — (0,1,0). Para
finalmente obter um mergulno devemos achar uma funcao que distingue estes
dois pontos, por exemplo f; = (1 —y3)|St. Assim F = (fy, fo, f3, f4) : St —
R* d4 um megulho pois agora esta aplicao é continua e injetora, S* é com-
pacta e R* é Hausdorff. Entdo aplique o Teorema I0.7. Em nosso caso
esse grande trabalho é supérfluo j4 tendo S' mergulhado mais efetivamente
em R? mas dado um espaco topolégico abstrato isto é a unica maneira de
tentar achar um mergulho num produto de retas. Um mergulho deste tipo
seria desejavel pois sabendo a estrutura da reta muito bem podemos usar o
espaco ambiente para explorar a estrutura do espaco mergulhado. O prob-
lema entao pode ser posto assim: achar uma familia de fungoes continuas

fo : X — R num espaco topoldgico tal que X e [I.caR é um mergulho.
Um outro modo de entender isto no nosso caso do circulo e introduzir o
parametro angular 6 € [0,27] e escrever © = cosf , y = senf. Logo a
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funcao F' ¢ dada por F(e) = (cosf,sen?d,senf,cosf,1 — sen30) e recon-
heecemos assim uma equagao paramétrica de uma curva (neste caso S') em
R*. Do mesmo jeito podemos pensar em [] f, acima como uma equacio
paramétrica para um subconjunto de [[ R, neste caso o parametro seria um
ponto variavel em X. Como nao sabemos a priori quantas fungoes serveriam
nem quais, perguntemos se usando todas conseguimos um mergulho. Seja
entdo C(X) o espago de todas as funcgoes continuas f : X — R. Con-

sidere a aplicacao p : X Iy erc(x) R. Um elemento de [[,R entao é
uma f amilia de ntimeros reais indexados pelas func¢oes continuas; p é dado
por p(x) = (ry) onde r; = f(x) ou mais simplesmente p(z) = (f(x));
isto é, todo f determina um eixo em [[R e a projecao de p(x) naquele
eixo é exatamente f(x). No caso do circulo temos, com quatro fungoes,
F:S" = Iy npn®R s (rp,rp, 1) onde rp = fi(s), ou seja
F(s) = (fi(s), f2(s), f3(s), f1(s)) = (fi(s)); este exemplo estabelece a notacao
mais concretamente. Toda funcao é usada como coordenada. O seguinte lema
mostra a consisténcia de olhar para um mergulho usando todas as fungoes
continuas.

Lema 12.1 Se existe uma familia f,, o € A de fungoes continuas X — R

talquem:X@aH
mergulho.

aea R € um mergulho, entdo p : X Iy HC(X)R € um

Demonstragao: Corno {f,|a € A} C C(X), temos uma projecao m4 :
[TexyR = [1,ea R (ignore as componentes que nao correspondem a familia
{fa|a € A}. Temos o seguinte diagrama.

X Lopx) c IR
C

m
m(X)
N
[I.R
Por hipétese m é um homeomorfismo sobre m(X). Como m = wa|p(X) = p,

p deve ser bijetor (se nao for, m nao seria) sobre P(X). Pela propriedade uni-
versal p é continua, logo basta mostrar que p leva abertos em abertos. Seja U

malp(X)



164 Espacos completamente regulares

aberto em X logo p(U) = (74| P(x))~Y(m(U)). Mas m é um homeomorfismo
e m(U) é aberto, como m4|p(X) ¢é continuo concluimos p(U) é aberto. Logo
p é um mergulho.

Este lema mostra que se nao conseguirmos mergulhar X usando todas
as fungdes ndo conseguiremos com uma subfamilia, logo usando C'(X) é a
melhor tentativa a priori e faz sentido de usa.

Mostraremos que p é um mergulho se e somente se uma certa condigio
local ¢ satisfeita. Para esse fim definimos espacos completamente regulares.

Definigao 12.1 Um espago topoldgico (X, T ) chama-se completamente reg-

ular se ele é Hausdorff e dado um fechado F C X e um ponto y & F existe
uma fungio continua g : X — [0, 1] tal que g(y) =0 e g|F = 1.

1 N

’ Y~ N

Notemos que esta definicao é equivalente a uma condicao local dada pelo
seguinte lema.

Lema 12.2 Um espago topolégico (X.T) é completamente reqular se e so-
mente se dado y € X e uma vizinhanga V' de y existe uma funcao continua
g: X —[0,1] tal que g(y) =0 e g(X) =1 para x € V°.

1

Demonstracao:
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(=) Sejam y € X e V uma vizinhanca de y. Sendo V¢ fechado e y & V¢
a existéncia da fungao g segue da regularidade completa.

(<) Suponha y € X e F fechado com y ¢ F. Existe uma vizinhanca V'
de y tal que VN F = (). Como F C V¢ a funcao g garantida pelo enunciado
satisfaz g(y) =0e g|F =1.

Exemplo 12.1 Todo espago métrico é completamente reqular. Seja y € X,
um espago métrico, e V uma vizinhanga aberta dey. Existe uma bola B,(y) C
V. Seja entao g(x) = min (2d(z,y),1) e esta g serve.

Precisamos de algumas proposi¢oes sobre espacos completamente regu-
lares. Usaremos sempre o Lemal2.2

Teorema 12.1 Seja (X, T) completamente reqular e S C X entdao S € com-
pletamente reqular na topologia induzida.

Demonstracao: Seja y € S e V uma vizinhanca de y em S. Assim
V =SNU onde U é uma vizinhanca de y em X. Seja g : X — [0, 1] fungao
continua tal que g(y) = 0, g|U® = 1. Agora g|S resolve o problema para
yeVemS. $

Teorema 12.2 Seja (X,,T,) uma familia de espagos completamente requ-
lares entao [[ X, € completamente reqular na topologia produto.

Demonstragao: Sejam y € [[ X, e V uma vizinhanca aberta de y. O
ponto y é uma familia {y,} e sendo a topologia a de produto existe uma
vizinhanga basica (;_,(ma) ' (Va,) C V onde os V,, sdo vizinhancas aber-
tas de y,, € a1,a9,...,a, é uma colecao finita de indices. Como todo
X,, é completamente regular existem fungoes go, : Xo, — [0, 1] tais que
(9or (o) = 0 € Gu|VE, = 1. Seja agora g(z) = MaXio1s, . Ga, © Ta, (1) =
Max;—12..nJa,(Ta;): ¢ ¢ continua pois todo g, © ma, ¢ € (&1,...,&) —
max(y, ..., &,) é continua como aplicagdo R" — R. ¢(y) = max(ga, (Ya,)
max(0,...,0) =0esez ¢ VCentao algum z,, € V,, logo algum g,,(z.,) =
logo g(z) = 1. &

=l

Teorema 12.3 Seja (X, T) um espago completamente reqular. Entdo as
imagens inversas f~1((—1,1)) pelas fungoes continuas formam uma base da
topologia.
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Demonstragdo: Como todo conjunto f~1((—1,1)) é aberto basta mostrar
que toda vizinhanca de um ponto y contém uma vizinhanga daquela forma;
dado V vizinhanga de y entdo construa a fungao g : X — [0,1] C R com
g(y) =0, g|[Ve=11logo g~ *((—1,1)) é uma vizinhanga de y e g~'((—1,1)) C
V. o

Teorema 12.4 Um espago Hausdorff (X,T) é completamente reqular se e

so se T € a topologia mais fraca para a qual todas as fung¢oes continuas
X — R sao continuas.

Demonstracao: Por mais estranho que este enunciado possa aparecer
ele tem sentido pois dado (X,7) podemos considerar a familia C(X) de
fungoes continuas; agora esquecendo que esta familia estd relacionada com
uma topologia 7 podemos perguntar qual é a topologia mais fraca que faz
toda funcao desta familia continua. Seja 7; essa topologia inicial. Com essa
introducao:

(=) Claramente 7; < 7T pois toda fungdo em C(zx) ja é continua em 7.
Agora T; é gerada pelas imagens inversas f~!(U) de abertos em R por fungoes
em C(X), mas a proposigao precedente diz que ja os conjuntos f~1((—1,1)),
f € C(X) dao uma base de T logo 7; > T. Assim 7; = T.

(<) Suponha que 7; =T e sejay € X e V uma vizinhanga de y. Como
por hipdtese V' € T; existe uma colegao finita de abertos U, C R e fungoes
fr € C(X) tal que y € Nt f, " (Uy) C V. Considere entio F : X — R”
dado por & — (fi(z),..., fa(z)). O conjunto U; x --- x U, entdo é uma
vizinhanga de F(y) em R". Como R" é métrico, ele é compleiamente regular
e existe um ¢ : R" — [0,1] com §(F(y)) =0e g =1em (U; x --- x Uy,)".
Agora g = go F : X — [0,1] satisfaz g(y) = 0e g = 1 em V¢ logo X é
completamente regular. <

Este teorema diz que a topologia de um espago completamente regular é
totalmente determinado pelas fungoes continuas reais nele. Como em analise
nos geralmente so6 temos informacao topologica através de fungoes continuas
reais, os espacos completamente regulares formam um contexto natural para
andalise. Tendo em vista que a topologia comecou generalizando o conceito
de continuidade de fungoes reais de varidveis reais, qualquer situacao com
espagos nao completamente regulares reflete idéias fora deste inicio primario.
Nestes casos a topologia reflete também informagoes nao analiticas.

Teorema 12.5 Um espago topolégico (X,T) é completamente regular se e
somente se a aplicagio p: X — HC(X) R € um mergulho.
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Demonstracao:

(=) Seja p um mergulho entdo X ~ p(X). Agora R é completamente
regular sendo um espago métrico, e entao p : X — HC( R é completamente
regular. Assirn também HC( x) R é completamente regular. (Ver Teorernas
M21 e I23). Como regularidade completa é uma propriedade topolégica, X
¢ completamente regular.

(<) A aplicagao p : X — [[(x) R é dado por p(z) = (f(z)) (nesta dltima
expressao pense em x como eixo e f variavel). Considere p : X — p(X). Esta
é sobrejetora por definicao da imagem, ela também é injetara pois se z # y
pela regula idade completa de X existe uma funcgao continua g : X — R com
g(y) =0, g(z) = 1. (Use a Def’inigdo I2T com F' = {z} fechado sendo X
Hausdorff). Logo a g-ésima componente g(z) de p(z) nao é igual a g-ésima
componente e ¢g(y) de p(y). Logo p(z) # p(y). p é continuo pela propriedade
universal, sendo mgop : X A [IR “{ R continua. Assim basta mostrar que P
leva abertos em abertos; e para isto basta mostrar que P leva abertos basicos
em abertos. Pelo Teorema [[2.4 podemos usar imagens inversas f~!'(—1,1)
como abertos bdsicos mas agora p(f~1(—1,1)) = 7rj?1(—1, 1) N p(X) e este
ultimo é um aberto na toplogia induzida em p(X). <

Podemos divertir-nos calculando este mergulho para um espago bem sim-
ples. Seja X = {*}. Uma fungao f: X — R considerado como subconjunto
I' C {¥} X R entao é um par (x,s) onde s € R. Identilicamos assim C(X)
com R por (x,s) <> s; Logo [[o(x)R pode ser identif’icado com [[g R e

este tltimo ¢ identificivel com RrR o espago de fungoes g : R — R (todas as
funcoes); esta identificacao é [[p R 3 (r;) = 7. € R — R onde r ¢ a funcao
s — 1y . Pelas construgdes precedentes p(x) é a familia ((x, s)(*)) que em

[Ir R é a familia (s) e em RR ¢ a funcdo - = idp Entao (x) é mergulhado

como idp no espago RR . Mais brevemente:

C(z) < R [Ir<]]R IR« RE
c(X) R R
(%,8) <> s (T(x,s) > (15) (rs) <> r

entao p(x) = ((x,5)(x)) = (s) = - = idR.
Com o mesmo método vemos que se X = {*1, %2, ..., %, } entao HC(X) R

¢ identificavel com RR onde pelo mergulho, x; tem a imagem m; a k-ésima
projecao R" — R.



168 Espacos completamente regulares

Reparemos que este mergulho mesmo para espacgos triviais é bem en-
volvido e o espago HC(X)R extremamente grande. De modo geral X as-
sim estd perdido num ambiente enorme. Para sentir melhor este tllimo
fato considere este mergulho para a reta: X 2 HC(X) R. Podemos con-
siderar HC(X)]R como um espac¢o vetorial definindo as operagoes lineares
assim: «(ryg) + B(sy) = (ary + Bsyf). Neste espaco vetoria agora a im-
agem p(R) da reta goza da seguinte propriedade: Nenhuma subvariedade
afim (translagdo de un subespago vetorial) de dimensdo finita contém mais
que um numero finito de pontos de p(R). Suponha que nao fosse assim
entao existiriam uma colecao finita de pontos definindo a variedade afim
{Ee]IR|& =)0 ajrjc + sy para algum aq, ..., a, € R} de dimensao finita
n tal que para uma familia infinita de pontos x, € R tem-se f(z,) =
> a;?‘rjc + sy para algum af e todo f € C(X). Introduza as seguintgs funcoes
¢j : {za | € A} = Rpor ¢j(r,) = af. Logof{za|a € A} =3 ri¢;+s5-1
e assim {¢;, 1} é uma hase para o espaco vetorial C'(R)|{z, | o € A} mas este
ultimo é de dimensao infinita pois j4 os polinomios ¥ dao um conjunto lin-
earmente independente. A curva p(R) entdo sempre estd se dobrando numa
dire¢d nova, se entrar numa variedade afim de dimensao finita, imediata-
mente sai e nunca volta mais que um nimero finito de vezes. Assim ela esta
numa “posigao geral” em [[R. Uma situagdo andloga acontece por exemplo
com o graf’ico do z* — x em R?, qualquer reta s6 contém um nimero finito
de pontos dele.

R

Do mesmo jeito a curva parmétrica t — (¢, t%,t3, ¢4 ... t") em R" goza da
propriedade que qualquer hiperplano de dimensao n—1 s6 contém um niimero
rinito de pontos dela. A curva p(R) em HC( x) R assim comporta-se similar-
mente; qualquer variedade afim de dimensao finita sé pode conter um n
tmero finito de pontos de p(R).



Capitulo 13

Espacos normais

Estes espagos sao tteis por suas propriedades globais (terema de Urysohn e
teorema de Tietze) mas como acontece frequentemente a defini¢ao é local e
as propriedades globais sao teoremas.

Definigao 13.1 Um espago topoldgico (X, T) chama-se normal <
(a) ele é Hausdorff e

(b) para todo par Fy, Fy de fechados disjuntos existem vizinhangas aber-
tas Uy, Uy deles tais que Uy NUy = 0. Em outras palavras podemos
separar fechados disjuntos com abertos disjuntos.

Teorema 13.1 Todo espaco métrico € normal.

Demonstragao: Considere primeiro a seguinte funcao: Seja (X,d) um
espaco mfrico e S C X; defina d(x, S), a distancia entre z e S por d(z, S) =
inf,eg(d(x, 2).

Afirmamos:
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(a) x> d(z,S) é continuo: pela desigualdade triangular tem-se d(z, z) <
d(x,y) + d(y, z), tomando o infimo sobre z € S de ambos os lados
concluimos d(x, S) < d(x,y)+d(y, S) ou seja d(z, S)—d(y, S) < d(x,y)
e como o argumento é simétrico em x e y temos |d(z,S) — d(y, S)| <
d(z,y) e dai a continuidade de d(-, S).

(b) d(x,5) = 0 ¢ z € S. Sendo d(x,S) = 0 concluimos que toda bola
B,(x) contém pontos de S logo x € S e vice-versa.

Considere agora dois fechados Fy, Fy disjuntos, e as fungoes d(z, F1), d(x, F3).
Afirmamos que Uy = {z | d(z, F1) < d(z, Fy)} e Uy = {x| d(x, F3) < d(x, F})}
sao vizinhancas disjuntas ahertas de Fi e Fy respectivamente. Que sao dis-
juntas é ébvio, que sao abertas segue do seguinte: considere § : X — R?
dado por z — (d(z, F}),d(z, Fy)) entao Uy = 6 {(z1,22) |21 < 32} e
Uy = 6 (21, 22) | 72 < 71} sao imagens inversas de conjuntos abertos por
uma funcdo continua, logo sdo abertas. Para x € F tem-se d(z, F}) =0 e
sendo = ¢ Fy pela propriedade acima tem-se d(x, Fy) > 0logo F; C Uy e
simelarmente F, C U,. $

Teorema 13.2 Todo espago compacto Hausdorff ¢ normal.

Demonstracao: Primeiro considere um fechado F' e um ponto z & F.
Para todo y € F' existem vizinhangas UY e V, de x e de y respectivamente
tais que UY NV, = (. Sendo F compacto e sendo F' C UyerV, tem-se
F cV,JUV,U---UV, para alguns pontos yi,¥ys,...,y, € F. Assim
U=0srnN02N---NUm eV =V, UV,,U---UV, sao vizinhancas disjuntas
de x e I respectivamente. Agora sejam Fi, Fy dois fechados disjuntos. Pelo
que precede para todo x € F) existem vizinhancas abertas disjuntas U, e V*
de x e de F;, respectivamente, pela compacidade de Fy Fy C U, U---UU,,
eagoraU =U,, U---UU,, eV =V*N...Nv" sao vizinhancas abertas
disjuntas de F} e F; respectivamente. Assim o espaco é normal. <

Vamos precisar da seguinte proposicao técnica.

Lema 13.1 Um espaco Hausdorff ¢ normal se e somente se dado qualquer
fechado F' e vizinhanga aberta V' dele existe uma vizinhanga aberta U de F'
tal que FCU CUCV.

Demonstracao:
(=) F e V¢ sao fechados disjuntos logo existem vizinhangas abertas dis-
juntas U e W deles. Sendo UNW =0 eW DV sex € UNW, W seria
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uma vizinhanca de x e assim teria que ter interse¢ao nao vazia com U, logo
UcwecV.

(<) Sejam [y, Fy dois fechados disjuntos, aplique a hipdtese a Fy e Fy
assim achando um U tal que Fy C U C U C F§ temos que U e U® sao
vizinhancas abertas disjuntas de F} e Fj respectivamente.

Agora demonstramos as propriedades globais de espagos normais.

Teorema 13.3 (Lema de Urysohn) - Seja (X, T) um espago normal e Fy, Fy
dois fechados disjuntos, entdo existe uma funcao continua g : X — [0,1] tal
que g|F1 =0 e g|Fy = 1.

Demonstracao: A idéia da demonstracao é achar regioes onde a funcao
construida tem valor 2% para todo k < 2™ em > 0. Param=0; k= 0,1
escolhemos vizinhancas disjuntas de F) e F3, para % interpomos uma regiao
entre as duas vizinhancas, para %, 3 nterpomos regides como no desenho, e

401
assim por diante.

34 1 N
12 1 _

/4 1 —

Com esta idéia, levemente modificada por razoes técnicas, continuamos
com a demonstracao. Construimos por inducao os conjuntos abertos onde g
terd valor < 2%; sejam Uy om esses conjuntos. A inducao é em m. Para
m = 0 seja Uy = Fy e Uy qualquer conjunto aberto satisfazendo F; C
Uy c Uy C Fg. Sendo Uyjpm definidos até m definimos os Ujjgm+1. As-
sim s6 precisamos defini-los para k£ impar pois para k par ja estao definidos,
Defina Uy /om+1, k impar agora como sendo qualquer conjunto que satisfaz
Uk_1/2m+1 C Upjamt+1 C Upqyam+1 obervando que Uy_jjom+1 € Upyqjom+1 jd 520
construidos e que Uy_j/om+1 C Upyq/om+1 € vélido por indugao.
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1 x e F
inf{r|zelU,} x&F "
g: X —[0,1], g|F1 =1 e g|F, =0 pois F C U, para todo r. Basta mostrar
que g é continua. Suponha g(zo) = yo € [0,1] e considere a vizinhanga
(Yo — €,yo + €) de yo. Agora existem nimeros 7,75 da forma 5= tais que
Yo—€ <11 <Y <To <Yo+€(seyy=0oul useséry our emodifique
levemente o que segue). Considere U,, \ U,, essa é uma vizinhanca aberta de
xo tal que g(Uy, \ U,,) C (yo — €, 5o + ¢€). Assim g é continua em z, e sendo
este arbitrario g é continua. <»

Defina agora a fungao g por g(z) = { Claro

Corolario 13.1 Todo espaco normal € completamente regular.

Demonstragao: Aplique o lema de Urysohn ao par de fechados {z}, F’
onde x & F; {z} é fechado pela hipdtese que o espago é Hausdorff.
O teorema mais importante sobre espagos normais é o seguite:

Teorema 13.4 (Tietze) - Seja (X, T) um espago topoldgico Hausdorff; entao
(X,T) é normal se e sé se toda fungao continua real definida num subcon-
gunto fechado F tem extensao a uma funcdo continua no espaco todo.

Em outras palavras, se I' C X ¢ fechado e f : F' — R ¢ continua, existe
um f: X — R tal que f|F = f e f continua.

X
F / R

Note que a suposicao que F' é fechado é importante. O Exemplo (.12
mostra que sem ela o teorema nao pode ser verdadeiro.
Antes de dar a demonstragao precisamos de um lema de interesse geral.

Lema 13.2 Seja (X,T) um espago topolégico e fr uma sequéncia de fungoes
continuas fr, : X — C. Suponha que existem constantes My, tais que | fr.(x)]| <
My Vxe) M, <oo. Entio a fungio [ definida pela série f(x) = o, fu(z)
é continua.
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Demonstracao: Seja x € X, e € > 0. Existe um inteiro N tal que
Y ni1 My < €/2. Como toda fungao fi, k =1,2,..., N é continua existe uma
vizinhanca V de zg tal que y € V = |fi(v) — fi(zo)| < €/2N k=1,2,...,N
Aasim y € V = | f(y) = f(z0)| < Xpy [fuly) = fe(wo)| + X341 My < € logo
f € continua em z( e sendo este arbitrario f é continua. <

Demonstragao: (Tietze’s theorem,)

(=) Suponha primeiro que f : F' — (—1,1). Considere os conjuntos
Fy={z| f(x) >1/3}, F5 = {z]| f(x) < —1/3}. Estes sao conjuntos fechados
disjuntos e pelo lema de Urysohn existe uma fungao continua hy : X —
[—1/3,1/3] tal que hy|Fy = 1/3, hy|Fy = —1/3. Assim temos |hy(x)| < 1/3,
|f(x) — hi(x)] < 2/3 para x € F. Agora aplique o mesmo raciocinio a
f(z) — hy(x) : F — [-2/3,2/3] achando uma funcdo continua hy tal que
lhao(2)| < (5) e [f(z) — hi(z) — ho(x)| < (3)?, @ € F. Assim por indugio
podemos construir fungdes h,, satisfazendo |h,(z)| < (3)"; e | f(x) — by (2) —

ho(z) 4 -+ — ho(2)] < (3)", © € F Como > (3)" < 00 o Lema [3:2 mostra
que f(xz) = Y p2 hi(x) é continua e a desigualdade anterior mostra que

f(x) = f(x) para z € F. Logo f é uma extensdo. Considere primeiro o
conjunto L = {z||f] > 1}. L é fechado e disjunto de F pois |f(z)| < 1 por
hipétese ¢ f = f em F. Seja g a fungao de Urysohn g : X — [0,1] tal que
g|lF =1, g|L = 0 Defina f(x) = g(z)f(x), como g|F =1, f(z) também é
uma extensao e | f (z)| < 1 pois para qualquer ponto x onde g(z) # 0 tem-se
Fa)] <1

Suponha agora que f : F' — R é continua. A funcao g(z) = 2arc tg (f(x))
¢ continua e tem valores em (—1, 1). Ache uma extensao g de g com |g(z)| < 1
como acima. Agora f(r) = tg(5g(r)) é uma extensao continua de f.

(<) Sejam Fj e Fy dois conjunto disjutno e F' = FyUFy. Seja f : FF — R
dada por f|F1 = 0 e F|F; = 1. Esta fungao é continua e portanto por
hipétese possui uma extensao continua f : X — R. Sejam agora U; =
{z| f(x) <1/2} e Uy = {z| f(z) > 1/2}. Sao abertos disjutnto, 'y C U; e
Fy, C Uy. Logo X é noraml.
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Capitulo 14

Espacos métricos completos

Definigao 14.1 Seja (X, d) um espago métrico. Uma sequéncia x, chama-
se Cauchy se e somente se dado € > 0 existe um N tal que n,m > N =
d(Tp, Tpy) < €.

Em outras palavras, a partir de um certo nimero N todos os pontos z,, sao
pertos entre si. Também podemos dizer que a rede d(z,, z,,), (n,m) € NxN
converge a zero.

Teorema 14.1 Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragao: Suponha z,, — = entdo d(z,, ) < d(z,,z) + d(Tm, )
mas considerando d(z,, x) e d(x,,, z) como redes indexadas por N x N temos
d(zp,z) = 0 e d(xpm, z) = 0 logo d(x,, xm) — 0. &

A reciproca nao é necessariamente verdadeira. Considere X = R\ {0}
e a sequéncia %, n=123,.... Como % — 0 em R, essa
sequéncia é Cauchy e logo é Cauchy em R\ {0} também, mas em R\ {0}
ela nao converge. Do mesmo jeito as aproximagoes decimais ao numero
m 3;3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159; ... é uma sequéncia de Cauchy no
espaco Q de nimeros racionais mas nao converge ai. Assim uma sequéncia
de Cauchy nao convergente refere-se a um “buraco” existindo no espago.

Definicao 14.2 m espaco métrico chama-se completo se e somente se toda
sequéncia de Cauchy converge.

Teorema 14.2 Um espaco métrico compacto é completo.

175
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Demonstracdao: Seja x,, uma sequéncia de Cauchy. Como X é compacto
existe uma subrede (z,,)aca convergente; seja x,, — x. Assim N x A —
N x N; (m,a) = (m,n,) é cofinal e temos d(x,, x) < d(m, Ty, ) + d(Tn, , T)
mas agora como redes indexados por N x A, d(x,_,z) = 0 e d(zy, z,,) — 0
sendo z,, Cauchy. Logo d(z,,,z) — 0 ez, — z.

Teorema 14.3 R" é completo.

Demonstracao: Seja x,, uma sequéncia de Cauchy. Entao existe um N tal
quen,m > N = d(z,.x,) < 1. Mas agorase R = max{||z||, [|z2]], ... |z~ }+
1 onde ||z|| = d(0, x), temos x,, € Bg(0) para todo n. Logo todo x,, pertence
ao conjunto fechado limitado Br(0) e este sendo compacto pelo teorema
anterior concluimos que x,, converge.

Seja Y agora um espaco topoldgico qualquer e defina Cbh(Y,R) como
sendo o espaco de todas as fungoes continuas limitadas f : Y — R. Definimos
em Cb(Y,R) a métrica d(f, g) = supyey [f(y) — g(y)|-

Teorema 14.4 Cb(Y,R) é completo.

Demonstracao: Seja f, uma sequéncia de Cauchy. Entao Vy € Y tem-
se [fu(y) — fn(y)] < SUP,cy |fo(y) = fu()| = d(fa, f) — 0 logo fu(y) é
uma sequéncia de Cauchy em R e este sendo completo concluimos que f,(y)
converge para um nimero que chamaremos de f(y). Precisamos mostrar que
y — f(y) é limitado, continuo, e f, — f. Seja N tal que n,m > N =
A(fus fn) < €, entdo Yy |fu(y) — fin(y)| < € e passando ao limite m — oo
temos n > N = |f,.(y) — f(y)| < e. Disto segue |f(y)| < e+ |fn(y)| e assim f
¢ limitado pois f,, 0 é. Podemos concluir também que limy, o0 SUp,cy | fn(y) —
f(y)| =0, logo se mostrarmos que f é continuo ja teremos f,, — f. Suponha
yr — yentao | f(yu) = (W) < [F () =y [+ fa(ye) = Fa )+ fuly) = F (y)]-
Fixamos n tao grande que |f,(y) — f(y)| < €¢/3 para todo y, agora existe um
K tal que k > K = |f(yx) — f(y)| < ¢/3 pela continuidade de f,. Logo
k> K= |f(yx)— f(y)] < € e assim f é continuo em y e este sendo arbitrario
conlcuimos que f é continuo.

Teorema 14.5 Seja (X, d) um espago métrico completo. Se F C X é um
fechado entao F também é completo.

Demonstracao: Seja x, uma sequéncia de Cauchy em F, como X é
completo z,, — r em X mas entao sendo x, € F temos x € F' = F logo x,
converge em F. {
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Agora mostramos que um espaco métrico nao completo pode ser visto
como um subespago denso de um espago métrico completo. Assim podemos
preencher todos os buracos no espago.

Teorema 14.6 Sejg (X,d) um espago métrico. Entdo existe um espago

métrico cumpleto (X, d) e uma injecdo isométrica, densa i : X — X. Isto é

d(iz,iy) = d(z,y) e (iX) = X.

Demonstragao: O espago Cb(X,R) é completo. Considere um z, €
X, ponto a ficar fixo. Para todo x € X defina a fungao 9, : X — R
por 6,(y) = d(z,y) — d(xo,y). Agora sup |d,(y)| = sup |d(z,y) — d(zo,y| <
d(x,xo) pela desigualdade triangular. Logo 0, é limitada e sendo obviamente
continua, d, € Cb(X,R). Seja d a métrica em Cb(X,R). Tem-se d(,,d.) =
sup,cy |d(x,y) — d(z,y)| = d(=, z) pois como ji foi visto d(6,,0.) < d(x, 2)
mas para y = z acima temos exatamente d(x,y). Logo a inje¢o i : x — d, é
isométrico. Considere entdao em Cb(X,R) o fecho X = (iX). Pelos teoremas
anteriores este espaco é completo e assim nés achamos o que procuramos. <»

O espago (X' , cZ) chama-se completamento de X. Mais adiante mostraremos
que ele é essencialmente tnico.

Exemplo 14.1
(a) [0,1] é o completamento de (0,1) na métrica usual.
(b) R € o completamento de Q na métrica usual.

(c) Pelo teorema de Stone-Weierstrass C([0,1],R) é o completamento
na métrica usual do espago de polin3mios definidos em [0, 1].

Definicao 14.3 Sejam X eY espacos métricos, e f : X — Y uma aplicacdo.
Dizemos que f é uniformemente continua se dado € > 0 existe um 6 > 0 tal

que d(z,y) <6 =d(f(z), f(y)) <e

Notemos que para y fixo isso implica na continuidade de f em y, logo f é
continua. Além da continuidade a continuidade uniforme afirma que podemos
para € dado arranjar um & que serve para todo y € X. Continuidade por si
sO daria um J que varia com y.

Lema 14.1 Uma aplicacdo uniformemente continua leva sequéncias de Cauchy
em sequéncia de Cauchy.
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Demonstracao: Seja f: X — Y uniformemente continua, e x,, sequéncia
de Cauchy em X. Seja € > 0 dado e § tal que d(x,y) < = d(f(x), f(y)) <
e. Existe um N tal que n,m > N = d(z,,z,) < § logo n,m > N =
d(f(z,), f(xm)) < € e sendo € arbitrario concluimos que f(z,) é Cauchy. ¢

Exemplo 14.2 Considere (0,1) EN (1,00) dado por f(z) = <. A sequéncia
1. n=1,2,3,... ¢ Cauchy em (0,1) mas f(n) =n nao é Cauchy em (1,00).
Logo f nao é uniformemente continua.

Em certos casos a continuidade uniforme segue da mera continuidade.

Teorema 14.7 Seja f : X — Y wma aplicagao continua entre espagos
métricos. Se X € compacto entao f é uniformemente continua.

Demonstracao: Como f é continua, para € > 0 existe para todo z € X
um 0, > 0 tal que y € By, (x) = d(y,x) < 0, = d(f(y), f(x)) < €/2. Como
X é compacto existe um nimero finito de pontos z1, ..., x, tais que as bolas
Bs, 3(7;) cobrem X. Seja § = min(dy,,...,d:,). Seja agora d(z,y) < &
e considere o ponto x. Como as bolas B(smi /3 cobrem X existe um z; tal
que d(z,x;) < 05,/3 < 6,,. Mas entao d(y,r;) < 0 + d,;/3 < d, logo
d(f(y), f(x)) < d(f(y), f(z;)) +d(f(x), f(z;) < €/2+€/2 =€

Disto segue por exemplo que a fungao % em (0, 1) nao tem uma extensao
continua a [0, 1] pois se tiver essa extensdo seria uniformemente continua e
logo seria uniformement continua o que ela nao é pelo exemplo anterior.

Podemos agora mostrar um teorema da existéncia de uma extensao ao
fecho de um subconjunto.

Teorema 14.8 Sejam X,Y espacos métricos e Y completo. Seja S C X
um subconjunto e f: .S —Y uma aplicagao uniformemente continua. Entao
f tem uma extensao uniformemente continua unica f ao S.

Demonstracdo: Seja x € S entdo existe uma sequéncia s, € S tal que
sp — z. Logo s, é Cauchy e sendo f uniformemente continua, f(s,) é
Cauchy. Sendo Y completo f(s,) converge a um ponio que chamaremos
de f(z). Se também t,, = x, t,, € S entdo d(t,,s,) — 0 mas f sendo
uniformemente continua concluimos d(f(t,), f(sn)) — 0 logo f(t.) — f(x)
também. Assim f(z) é bem definido e dd uma extensdo de f. Se f for
uma outra extensdo continua terfamos por continuidade para z € S que
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f(x) =lim f(s,) = f(z). Logo a extensao ¢ tnica. Sejam agora € ¢ § como na
Definicao [43] Sejam z,y € S com d(x,y) < §/3 e sejam x,, — T € y,, — ¥.
existe um inteiro N tal que n > N = d(z,,x) < §/3 e d(yn,y) < /3.
Disto segue que para n > N temos d(x,,y,) < 0 e logo |f(z,) — f(yn)| < e
Passando ao limite temos |f(z) — f(y)| < e. Assim f é uniformemente
continua. <

Esse teorema é usado muito para a construcao de varias aplicagoes em
analise.

Exercicio 14.1 (Unicidade de completamento). Suponha iy - X — X, e
is : X — X, sao duas isometrias densas de um es pago métrico em espacos
completos X1 e Xy respectivamente. Mostre que existe uma isometria ¢ :
X1 — X5 e um diagrama comutativo

X,
i

X ¢
ia

X;

Note que o teorema de Tietze do capitulo anterior da condicoes de extensao de
uma funcao de um subconjunto fechado ao espago todo. O teorema anterior
dé condicoes de extender uma :funcao de um conjunto qualquer ao seu fecho
e assim pode ser considerado um passo anterior a aplicacao do teorema de
Tietze.
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Capitulo 15

Compactificacoes

Definigao 15.1 Uma compactificacdo de um espago topolégico (X, T) é um
mergulho f : X — K num espa¢o compacto tal que f(X) é denso em K.
Isto € f(X) =K.

Exemplo 15.1

(a) A inclusao (0,1) C [0,1] e o mergulho (0,1) — S* dado por x —
e?™ sqo compactificagoes. No primeiro caso K tem mais dois pontos

e no sequndo mais um.

(b) O mergulho x — (x,sen l) do intervalo X = (1, ﬂ no espaco K =

{0} x [-1,1] U {(z,send) |0 <z < L1} € uma compactificagio pois K
¢ o fecho do grafico e € compacto.

Neste tltimo caso o nimero de novos pontos “ideais” é infinito: todo
ponto em {0} x [—1,1] é novo. As vizinhangas destes pontos deixam em X
filtros que nao convergem em X mas que apontam para estes pontos ideais.

Aqui vamos estudar dois métodos gerais de compactificar espacos topolégicos.
Estudaremos a compactificagao de Alexandrov (ou compactificagdo por um
ponto) e a compactificagdo de Stone-Cech de espagos completamente regu-
lares. Num certo sentido a primeira é a compactificagdo minima e a segunda
maxima.

Definigao 15.2 Seja (X, T) um espago topoldgico nio compacto. A com-

pactificagao de Alexandrov de (X,T) € o espago topoldgico construido da
sequinte maneira: Seja oo um ponto que nao pertence a X e seja X =

181
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{00} UX Defina a sequinte topologia em X : todo aberto de X é um aberto de
X. Todo conjunto do tipo {oo} U K¢ onde K C X é um compacto fechado
¢ um aberto de X; X com esta topologia € a compactificacao de Alexandrov.

Em outras palavras, todo ponto de X tem base de vizinhangas usual e a
base para as vizinhangas de oo é dada pelos conjuntos de tipo: {oco} unido
com um complemento de um compacto fechado em X.

Exemplo 15.2

(a) O circulo S* é a compactif’icagao de Alexzandrov do intervalo (0,1):

e 9}

dh
NP

o0 ponto oo aqui ¢ identificdvel com 1 no mergulho x — e*™® de (0, 1)
em St c C.

(b) O intervalo [0,1] € a compactif’iracao de Alexandrov do intervalo
(0,1] semifechado. O ponto oo € identif icavel com 0.

(c) S% é a compactificagio de Alezandrov de R* e sendo este tltimo
identificavel com C vemos que a esféra de Riemann é a compactifica¢dao
de Alexandrov do plano complexo.

(d) O espago X = {0} U {% |ln=1,2,3,.. } C R € a compactificagao
de Alexandrov do conjunto {% ln=1,2,3,.. } mas sendo este ultimo
homeomorfo a N ={1,2,3,...} com a topologia discreta vemos que X
¢ a compactificacao de Alexandrov de N.

(e) Mais geralmente se X é um conjunto infinito com topologia discreta,
as vizinhancgas de oo na compactificacao de Alexandrov de X sao for-
madas por conjuntos de tipo: {oo} reunido com um complemento de
um subconjunto finito de X. FEste espaco nao € mais discreto.
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(f) Considere a reta R como topologia gerada por abertos de tipo (r,00).
O tnico fechado compacto é () e logo a tinica vizinhanca de 0o na com-
pactificacao de Alexandrov é R U {oo}.

Nao confunda o co na compactificagao de Alexandrov com qualquer outro
uso do simbolo. A compactificacao de Alexandrov de R é S! e o ponto co nao
corresponde nem ao +00 nem ao —oo da reta extendida {—oo} URU {400}
que é uma compactificacao a dois pontos no uso comum desta reta extendida.

Devemos demonstrar que a compactificacao de Alexandrov é de fato uma
compactificacao.

Teorema 15.1 A construcao de Alexandrov produz uma compactificagcao de

(X, 7).

Demonstracao:

A topologia induzida por X em X é a topologia dada 7: um aberto da
topologia induzida ¢ da forma U N X onde U é um aberto de X, mas entao
ou U =V um aberto de X ou U = {oco} UG onde G é complemento de um
compacto fechado de X (e entdao G é aberto). Assim UN X oué V ou é G
ambos abertos e sendo V' um aberto qualquer de X temos que a topologia
induzida é exatamente 7. Logo a inclusio X C X é um mergulho.

Para mostrar que X = X s6 basta mostrar que co € X. Mas a tnica
possibilidade para oo ¢ X é {oo} ser aberto mas entdo X seria compacto
que nao ¢é verdade por hipdtese.

Mostraremos que X é compacto. Seja X = UO, uma cobertura aberta
de X. Logo oo pertence a algum dos O,: seja ele O,,, mas entao O,, =
{oo} U K¢ onde K é compacto fechado em X. Assim K C UyzayOq €
sendo K compacto existem oy, ao, ..., a, tais que K C Oy, U---UQO,, logo
X c Ouy U Oy, U---UQO,, mostrando que ele é compacto.

Observagao: A construcao de Alexandrov pode ser feita também com
um espaco ja compacto, mas entao oo seria um ponto aberto e nés perdemos
X = X. De vez em quando é 1til considerar esta situacao também.

Definigao 15.3 Seja (X, Tx) EN (Y, Ty) uma aplicagdo continua, dizemos
que f tem limite no infinito e escrevemos yo = lim, o f(x) se f tem extensao
continua [ a compactificacao de Alezandrov X de X e se entao f(00) = yo.

Exemplo 15.3
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(a) A fungio x — ﬁ, R — R tem limite 0 no infinito. Repare bem
que este infinito nao é o +oo da reta extendida {—oo} UR U {+o0},
€ 0 0o de Alexandrov; assim a funcdao x — arc tg x nao tem limite no

infinito sendo lim,_,, o arc tg x = w/2, lim,_, o, arc tg x = —m /2.

(b) Seja C a esfera de Riemann (compactificagio de Alezandrov do
plano complezo) entao tém-se para fung¢oes C — C:
1 2

lim - =0, lim 2*=o0.
zZ—00 2 Z2—00

Note que aqui % ¢ definido como oo. Na teoria de varidveis complexas
o espaco C faz um papel muito importante.

Suponha que X nao é compacto.

Temos um critério simples para f ter limite no infinito. O filtro de viz-
inhancas de oo em X deixa em X o filtro de complementos de compactos
fechados. Seja § este filtro. Entao yo = lim,_,~ f(z) se e s6 se yo = lim f(F)
. Ou mais simplesmente yy = lim,_,, f(z) < para toda vizinhanga V' de yq
existe um compacto fechado K em X tal que f(K¢) C V. Se isto acontece
podemos entao definir f por f (00) = yo, isto d4 uma aplicacdo continua
X — Y e reciprocamente se f existe ele é continuo em oo e logo o critério
acima ¢ satisfeito.

Finalmente verificamos quando a compactificacao de Alexandrov é Haus-
dorff.

Teorema 15.2 A compactificacio X de Alezandrov de um espaco nio com-
pacto (X,T) € Hausdorff se e somente se

(a) X € Hausdorff,

(b) todo ponto em X tem uma vizinhanga compacta.

Demonstracao:

(=) Suponha X é Hausdorff, sendo X C X com a topologia induziua, X
é Hausdorff. Sejam z € X, 0o € X, sendo X Hausdorff existem vizinhancas
abertas V,, e V, tal que V, NV, = 0 mas entdo V, C V<. Sendo V., um
aberto que contém oo, VS é um compacto em X e sendo V, C V< uma
vizinhanca de x. este compacto é uma vizinhanca de x.
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(<) Sé basta mostrar que podemos separar qualquer ponto z € X de oo
mas se K é uma vizinhanga compacta de z (K é fechado pois X é Hausdorff).
K° e K°U{oo} sao vizinhangas de x e de oo respectivamente e K°N K¢ = ()
logo X é Hausdorff. ¢

Definicao 15.4 Um espaco topologico que tem uma vizinhanca compacta
para todo ponto chama-se de localmente compacto.

Exemplo 15.4

(a) Qualquer compacto € localmente compacto, pois o espago dado € viz-
inhanc¢a de qualquer ponto.

(b) R"™¢ localmente compacto pois toda bola fechada B,(x) é uma vizin-
hanca compacta de x.

(¢) Se X € infinito o espago R com a topologia fraca nio € localmente
compacto. Identificando R* com [y R com a topologia produto vemos
que toda vizinhanga V' satisfaz 7,(V) = R exceto para um nimero
finito de pontos x. Assim V nao pode ser compacto pois sendo todo
7 continua a imagem 7, (V') teria que ser compacta para todo x o que
contradiz a observacdo acima.

Os espagos localmente compactos sao extremamente importantes, muitos
resultados valem sé para eles. Assim tem uma ampla teoria desenvolvida
sobre eles. De modo geral porém os espagos de fungoes que se encontram em
analise nao sao localmente compactos e isso é uma fonte de muitas dificul-
dades.

Mostramos agora um outro tipo de compactificagao.

Seja (X,7T) um espago completamente regular. Como ja mostramos a
aplicacio X 5 [TecxyR + @ — (f(x)) é¢ um mergulho. Afirmamos que
se em vez de C(X) usarmos C(X,]0,1]), o espaco de fungdes continuas
X — [0, 1] a aplicagao também é mergulho (m é definida da mesma maneira
como p, use toda z — (f(z)) como coordenada). Para ver isso considere
R 5 (0,1) < [0,1] onde h(z) = 1 + Larc tg ¢ um homeomorfismo, e i
¢ a inclusao. Logo ¢ o h é um mergulho e assim pela propriedade universal
[Teo R e [Texapl0:1] é um mergulho. Entao X S [Teco R e
HC(X7[071])[O, 1] é um mergulho sendo ele a composi¢ao de dois mergulhos.
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Considere agora a composicio X = [Teoo R = Tl o[0: 1] %[0, 1] isto
é, v +— % + %arc tg (f(z)) que é uma funcdo X — [0,1]. Entdo achamos
um mergulho usando sé6 uma familia de fungdes X — [0, 1] e por uma dis-
cussao paralela a demonstragao do Lema 2.1l m é um mergulho. Mas agora

[ex 010, 1] é compacto e entdo o fecho m(X) de m(X) é compacto e

pela prépria construcio sendo m um mergulho X % m(X) é uma compacti-
ficacdo. Esta é a compactificacio de Stone-Cech e é usual escrever (X) para
m(X).

Considere os seguintes trés passos na construgao de £((0.1). Seja f; :
(0,1) — [0,1] dado pela inclusdo fi(z) = =z, entdo (0,1) — )
neste mergulho aparecem dois pontos novos ideais (i.e., no fecho da im-
agem). Considere agora fo : (0,1) — [0,1] dado por 3 + isen < assim temos
(f1, f2) : (0,1) = [0,1]; x — (:c, % + %sen %) com imagem

ponto novo
pontos /

novos

Juntando mais uma fungao f3(z) = 3+ 3 cos + a imagem no cubo [0, 1] x
[0,1] x [0,1] é uma espiral tendo numa face um circulo de pontos novos no
fecho da imagem.

\ pontos
| novos
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Imagine repetindo isto até esgotar todas as fungdes continuas (0,1) —
[0,1]. Assim sempre com cada passo acrescentamos a possibilidade de ter
mais pontos novos, e no final das contas (0,1) encontra-se num cubo de
dimensao infinita enrolado dentro numa maneira complicada e cercado por
uma infinidade de pontos novos no fecho

A compactificacao de Stone-Cech satisfaz a seguinte propridade universal.

Teorema 15.3 Seja (X, T) um espago completamente reqular e K um espago
compacto Hausdorff. Suponha que temos uma aplicacdo continua ¢ : X — K
entao

(a) ¢ tem uma extensio inica ¢ : B(X) — K continua

(b) se ¢ € uma compactificagao entao b € sobrejetora e K ~ ﬁ(X)/E[qAﬁ]

~

onde E[¢] € a relagdo de equivaléncia definida em 5(X) por ¢.

A segunda parte deste teorema diz que 5(X) é a compactificacdo Haus-
dorff maior, qualquer outra pode ser obtida identificando pontos de B(X).
Evidentemente s6 os novos pontos ideais sofrem identificagoes nao triviais
pois sendo ¢ um mergulho neste caso, todo ponto de X tem {z} para sua
classe de equivaléncia respeito a E[g).

Demonstracao: Sendo K um espaco compacto Hausdorff ele é normal
pelo Teorema [13.2] e logo completamente regular pelo Corolario [I3.1l Sendo
ele ja compacto a compactificacio de Stone-Cech é um homeomorfismo. Logo
nos temos o diagrama onde ¢* sera construida brevemente.



188 Compactificac¢oes

X K
mx s
A(X) B(K)
n N
colfl,l] " ¢ ag,l]m’ !

Definimos ¢* por ¢*(r) = (rnep) onde r € [T x o y[0: 1] e h: K — [0, 1].
Para entender esta férmula lembramos que r é uma familia (r¢) de nimeros
onde o indice é uma funcao f € C(X,]0,1]). Ora, ¢*(r) tem que ser uma
familia s = (s) de nimeros onde o indice é uma funcdo h € C(K,[0,1]),

mas dando tal h a composicao ho ¢ : X LAy gt [0,1] é um indice em
C(X,[0,1]) logo faz sentido definir s por s, = rpop A firmamos que ¢* é
continua pois pela propriedade universal s6 precisamos mostrar que 7 o ¢*
é continua para toda projecao []ex (o.1p)[0;1] % [0,1] mas m 0 ¢*((ry)) =

Tk((Tho)) = Thoo = Thoo((1f)) € entdo m, 0 ¢* = myop onde esta ultima

projecao é Hc X[01 )[0 1] e [0, 1] e sendo esta continua concluimos que ¢*

¢ continua.

Agora mostramos que ¢g*omy = mgo@; de fato, p*omy(x) = ¢*((f(z))) =
(ho¢(x)) = (h(d(x)) = mx(¢(x)) = mk o ¢(x). Logo ¢* leva m(X)
em m(K). Seja agora r € [(X). Como m(X) é denso em [(X) existe
uma rede r, — r, 1o, € m(X). Sendo ¢* continua ¢*(r,) — ¢*(r) mas
¢*(ra) € m(K) e este sendo compacto é fechado em []¢x o17)[0,1] logo

¢*(r) € my(K) Assim ¢*(B(X)) C mg(K) e agora podemos definir ¢ por

myt o ¢* 1 B(X ) — K. Que isto é uma extensio se vé assim: dado z € X,
¢omX(x) mitog*omx(x) = miomgog(x) = ¢(x). Que esta extensio é
tinica segue do fato que m(X) é denso em 3(X) logo usando a rede r, acima
tem-se (r) = lim (ra) onde m(z,) = ro. Assim ¢ é determinado por ¢ por

essa f érmula e sendo limites iinicos em espacos Hausdorff, qu é tnico. Assim
@ ¢ demonstrado.
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Suponha agora que ¢ é um mergulho entdo ¢(3(X)) D ¢(X) mas ¢(X)
é denso em K por hipdtese e como G(X) é compacto, (ﬁ(ﬁ(X)) é compacto,
logo fechado (sendo K Hausdorff) entdo ¢(3(X)) = K e ¢ é sobrejetora.
Para mostrar que K ~ 3(X)/E[@] precisamos mostrar que a topologia dada
em K é a topologia final respeito a QAS Ja temos que a topologia dada é
mais fraca que a topologia final pois QAS é continua. Seja entao C' fechado
na topologia final, logo ¢~'(C) é fechado em B(X) logo ¢~(C) é compacto
e assim ¢(¢~1(C)) é compacto na topologia dada, e sendo K Hausdorff ¢
é fechado na topologia dada. Assim a topologia final é mais fraca que a

topologia dada e agora as duas sao iguais.

¢

Para ver melhor as propriedades da compactiricacio de Stone-Cech con-
sidere X = N = {1,2,3,...} com a topologia discreta e seja S(N) a sua
compactificacdo de Stone-Cech. Como N néo é compacto, (N) tem pontos
que nao estdao em N, seja v um deles. Como N é denso em [(IN) existe
uma rede n, — v, n, € N. Agora pelo teorema anterior qualquer aplicacio
a : N — K para um compacto Hausdorff tem uma extensao a : f(N) — K
e sendo @ continua a(v) = lima(n,). Se K é um intervalo compacto da reta
a é simplesmente uma sequéncia limitada a, e assim concluimos que para
qualquer sequéncia limitada a,_ converge. Agora, a rede a,, ¢ uma subrede
da seqnencia a,. Para ver isso temos que mostrar que a aplicagao o — n,
é cofinal, mas agora considere em vez da compactificacao de Stone-cech de
N, a compactiricagao de Alexandrov. Pelo teorema anterior esta é obtida
identificando todos os novos pontos em B(NN) a um ponto s6, o infinito de
Alexandrov. Assim na aplicagao canénica S(N) — N U {co} temos v — oo
que implica que n, — 0o na compactiricacao de Alexandrov, mas isso quer
dizer que dado qualquer n € N existe um ag € A tal que a > ag = ny, > n
o que é precisamente a condi¢ao que seja cofinal. Assim temos a situagao
estranha que define uma subrede convergente de quanlquer sequéncia limi-
tada. Isto nao pode acontecer com subsequencias pois dado uma aplicagao
crescente k — ny é sempre possivel achar uma sequéncia a,, tal que a sub-
sequéncia a,, nao converge; defina a,, = (—1)* e arbitrariamente nos outros
inteiros. Para entender como a rede n, funciona devemos imaginar que ela
repassa para oo repetidamente sempre num conjunto mais e mais magro.
Mas aqui como nas outras construgoes que envolvem o axioma da escolha,
esta imagem nao pode ser concretizada compltamente.

Agora considere o espago X de todas as aplicagdbes N — [0, 1], isto é
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X =0, 1]N. Este é identificavel com o espaco [0,1]%. Este espago, como
X, é compacto sendo um produto de compactos. As projecoes candnicas
7, : X — [0,1], a = a, entdo pertencem a [0,1]% Consiuere a rede n,
introduzida acima, temos 7,_(a) = a,, e esta rede de niimeros converge pois
a é uma sequéncia limitada. Assim em [0, 1]* a subrede 7, converge. Mas
nenhuma subsequéncia de 7, pode convergir pelo raciocinio do paragraro
anterior. Assim cumprimos a promessa ja feita de dar uma sequéncia com
subrede convergente e sem subsequéncias convergentes.



Capitulo 16

Existéencia de solucoes a
u'(t) = F(t, ult))

Considere a equacao diferencial v'(t) = F(¢,u(t)) no intervalo [0, 1] onde F

satisfaz wa, e I
limitada ferencial
com con

u(t) solugdo

(t U(B)\ inclinagdo da

Yo tangente = F(t,u(t))

0 1
— ——

o campo de
(x,u)\ inclirll)agﬁes

(x,u

Geometricamente F' determina um campo de inclinagoes na faixa [0, 1] x R,
uma solugao u(t) entao é uma fungao continuamente diferencidvel tal que a
tangente a qualquer ponto do grafico tem a inclinacao igual aquela dada pelo
campo naquele ponto. Vamos agora estudar alguns espacos de fungoes. O
espaco de todas as fungoes f: [0,1] - R é RO ou H[O,l} R e tem topologia
fraca que também é a topologia produto. Um subespaco de RI% é o espaco

191
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B([0,1]) consistente de fungoes limitadas. Este espago, além da topologia
fraca, tem a topologia unirorme dada pela métrica d(f, g) = sup,ep 1y |f(7) —
g(x)|. Agora qualquer solugao da nossa equagao diferencial, é limitada pois ,
continua sendo diferencidvel e sendo definido num compacto [0, 1] tem valor
minimo e maximo. Logo u € B. Mas ainda mais é verdade pois qualquer
solucdo satisfaz |u(ty) — u(te)| < C|t; — to| pelo teorema do valor médio. De
fato % = u/(§) para algum & entre t; e ty mas |[u/(§)] = |F (&, u(§))| <
C. Fungoes que satisfazem esta condigio chamam-se fungoes Lipschitz com
constante de Lipschitz C'. Elas sao automaticamente continuas pois pela
desigualdade t; — to = u(t1) — u(t2). Seja Lips([0,1],R) o subespaco do
B([0,1]) destas fungoes. Observamos que em Lip. as duas topologias, fraca,
e uniforme coincidem. A demonstraciu dito é quase idéntica aquela dada
no Capitulo [l para o subespago de fungoes tais que |u/(f)] < 1. Naquela
demonstracao sé usamos a limitacao da velocidade média o que a condicao
de Lipschitz nos da. Finalmente considere o subespaco de Lip, das fungoes
que satisfazem w(0) = ug. Seja Lipg’ este espaco. Qualquer fungdo neste
espaco tem grafico contido na seguinte cunha K pois a velocidade média

Y+C

£

Uy-C

é limitada por C. Logo Lip/ pode ser considerado como subespaco de espaco
de fungdes [0, 1] = [ug—C, ug+C] mas este espaco ¢ o mesmo que [ ]y, ;j[uo—
C,up+ C] e pelo teorema de Tychonov este ditimo é compacto na topologia
produto. Mostramos que Lip/? é fechado neste espaco. Seja u € Lip/ entao
existe uma rede u, € Lip/ tal que u, — u na topologia fraca. Mas isto
acontece se e sé se para todas as projegoes m; : u — [u — C,u + |, m(uq) —
m(u) mas m(v) = v(t) é a avaliagdo no ponto ¢, logo u, — u fracamente e
uq(t) = u(t) para todo t. Como u, satisfaz |uy(t1) — ua(te)| < Clty — o]
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ua(0) = up tem-se que |u(ty) —u(tz)| < Clty —t2| e u(0) = uop, logo u € Lip/?
e este espaco é fechado. Como em [uy — C, 1o + C]I®! a topologia uniforme
¢ mais forte que a fraca, Lip/Y é fechado na topologia uniforme também.
Como [ug — C, ug + C]%1 é compacto na topologia fraca, segue-se que Lipgy
é compacto tanto na topologia fraca como na topologia uniforme, sendo que
essas duas topologias 14 coincidem. Conseguimos entao o primeiro passo na
estratégia de teoremas de existéncia usando compacidade:

1. Achar um compacto tal que toda solucao deve ficar nele.

Os seguintes dois passos na nossa estratégia sao:
2. Construir uma rede de aproximacoes.

3. Mostrar que um ponto de acumulacao da rede construida em (2) (que
existe pela compacidade) satisfaz a equacao.

Construimos as aproximagoes assim:

Para t = 0, F'(0,u0) d4 uma inclinacao, seguimos esta inclinagao por uma
reta até um tempo t; > 0 estamos no ponto (¢1, u;) onde u; = u,+ F(0, ug)t;.

(tu)

u
0 \ \inclinag:ﬁo F(t1 ,ul)

inclinagdo F(0 ,uo)

Daqui seguimos a inclinagao F'(t1,u1) até um tempo to, etc. Mais explicita-
mentesejaIF = {tl,tg,tg,...,tn},to =0<th<tba<tgz<---<t,<1= tht1
um subconjunto finito de [0, 1] e tendo construido a curva até t;, u; continu-
amos pela inclinagao F(¢;, u;) até tempo t;; dando o ponto (¢;41, u;+1) onde
i1 = w; + (L1 — t) F(t;,w;). Quando chegarmos a t,,; = 1 teremos um
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grafico de uma fungao up que ¢ a nossa aproximagao. Como todas as in-
clinagoes sao mitadas por C' e up é continua tem-se up € Lip,. Como a
familia de subconjuntos finitos de [0, 1] é um conjunto dirigido temos uma
rede de funcoes e como Lip, é compacto essa rede tem um ponto de acu-
mulagao v e entdo existe uma subrede ugg) — v. Mostraremos que v satisfaz
a nossa equacao.

Agora u satisfaz u/(t) = F(t,u(t)) e u(0) = up se e s6 se u satisfaz a
equagao integral u(t) = wuy + fg F(s,u(s))ds. Dado uma aproximagao up
da nossa rede seja A = up(t) — F/(t,up(t)) para f ¢ F. Isto é a diferenca
entre a inclinagao de um pedaco reto de u e a inclinagao dada pelo campo
naquele ponto:

Para t; <t < t, tem-se entao Ap(t) = F(t;, up(t;)) — F(t, up(t)) como up
¢ continuo e up(t) existe para t ¢ F entao up(t) = ug + fot up(s) ds mas
entao up(t) = uo + fg F(s,up(s))ds + fg Ap(s)ds. up entao satis:faz uma
equacao integral que veremos é uma aproximacao a equagao que toda solugao
satis:faz.

Seja d(p,q) a distancia entre dois pontos p,q € R®. Sendo a cunha K
compacta e F' continua, [’ é uniformemente continua em K. Assim para
todo € > 0 existe um d. tal que p,q € K, d(p,q) < . = |F(p) — F(q)| < e.

Agora C’onsidere a subrede convergente ug — v. Como a topologia
fraca e a topologia uniforme coincidem em Lipf, ugs) — v também uni-
formemente, isto quer dizer que para todo € eventualmente |ug(g)(t)—v(t)| < €
para todo ¢, mas entdao eventualmente d((t,ugss)(t))), (t,v(t))) < 6. para
todo t logo eventualmente |F(t,ugg)(t))) — F(t,v(t))| < € para todo t, logo
F(t,ugp(t))) — F(t,v(t)) uni:formemente. Assim fot F(s,ugp)(s))) ds —
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fot F(s,v(s))ds. Para concluir a demonstra-¢gao precisamos demonstrar que

fot Ag(s)ds — 0 mas para isto basta mostrar que Ap — 0 uni:formemente.
Agoraparat € (t;,ti1), Ap(t) = F(ti, up(t:)) — F(t,up(t)) e como (t, up(t))
fica na seguinte cunha

inclinagdo

\
|

t; tiv

tem-se que d((t;, ug(p)(t:))), d((t, ups)(t)))) < Altiz1 —t;| onde A é uma con-
stante. Para ver isto note que a distancia méxima de d(p,q) para p,q €
cunha é menor ou igual a 2|t;11 — t;|v/1 + C?, o diamerro do disco

-
N

Agora arede up = max |t;11—t;| — 0 entdo eventualmente d((;, ug(s)(:)), (t, ugs)(t))) <
dc para todo t e logo eventualmente |Ap(t)| < € para todo t e Ap(t) — 0
uniformemente. Concluimos entao que v(t) = ug + fot F(s,v(s))ds e assim
achamos uma solucao da nossa equacao. <»

Fazemos algumas observagoes:

1. A topologia usada para achar o compacto no passo (1) (topolo gia lraca)
nao é a topologia usada no passo (3) para mostrar que v é a solugao
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(topologia uniforme). Neste caso elas coincidem mas de modo geral
somente existe uma certa relagao controlavel entre as topologias nestes
dois passos.

. A condi¢ao |F| < C pode ser relaxada. Qualquer condi¢ao que dlz

que uma solu¢do de v’ = F(t,u), u(0) = up deve fjcar limitado em
aplitude, |u| < D pode servir, pois entao H[OJ}[—D, D] também é com-
pacto. Uma outra condi¢do que serve é |F(t,z)| < C + Cy|x| mas nao
demonstramos isto.

. Nao ha nenhum problema em extender esta demonstracao para sistemas

finitos de equacoes; isto é u(t) € R* e F': [0,1] xR* — R*. Por exemplo

o sistema
{ uwy(t) = asenuy(t)
us(t) = (1)

descreve a oscilagao de um péndulo.

O teorema diz nada respeito a unicidade da solugao. Considere a
equagao u'(t) = (u(t))'?, u(0) = 0. Uma solucio evidente e u = 0 mas
existem outras; de fato formalmente temos u™"/% du = dt = d (3u*?) =

dt = 3u*3 =t + c ou seja u = (%(t—c))3/2 Seja ¢ € (0,1) entdo a

funcao
0 t<c
t) = B
a@={ Yoy oy 1

também é uma solugao.

Como ¢ é qualquer existe uma familia paparametrizada por (0,1) de
solucgo s além da u = 0.
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